
Федеральное агентство по образованию
ГОУ ВПО «Красноярский государственный педагогический

университет им. В.П. Астафьева»

Е.И. Ганжа, С.П. Царев

Классические методы
интегрирования

гиперболических систем
и уравнений второго

порядка

Учебное пособие

Красноярск 2007



ББК 22.161.1
Г19

Печатается по решению редакционно-издательского совета
ГОУ ВПО «Красноярский государственный педагогический
университет им. В.П. Астафьева»

Рецензенты:
Кандидат физико-математических наук, доцент СФУ

Ю.В. Шанько
Доктор физико-математических наук, профессор СФУ

О.В. Капцов
Ответственный за выпуск:

Доктор педагогических наук, профессор КГПУ
Л.В. Шкерина

Г19

Ганжа Е.И., Царев С.П. Классические методы интегри-
рования гиперболических систем и уравнений второго
порядка: учебное пособие / Е.И. Ганжа1, С.П. Царев1;
Краснояр. гос. пед. ун-т им. В.П. Астафьева.— Красноярск,
2007.— 118 с.

Предназначено для студентов IV–V курсов математическо-
го факультета КГПУ и содержит теоретический материал и
задачи для спецкурса по теории дифференциальных уравне-
ний в частных производных.

ISBN 978-5-85981-269-1 ББК 22.161.1

c© Красноярский государственный
педагогический университет
им. В.П. Астафьева, 2007

c© Ганжа Е.И., Царев С.П., 2007
1Работа получила финансовую поддержку гранта РФФИ 06-01-00814



ВВЕДЕНИЕ
В курсе обыкновенных дифференциальных уравнений

большая часть отведена интегрированию отдельных видов
уравнений с помощью каких-то специальных приемов, замен
и преобразований.

Теория уравнений в частных производных тоже развива-
лась вначале по этому пути. Это видно из трудов Лапласа, Дар-
бу, Ли, Якоби, Гурса и др. Потом их деятельность была забыта.
Усилия переносятся на доказательство теорем типа существо-
вания и единственности. Вводятся новые пространства функ-
ций, обобщенные функции, доказываются глубокие результаты
функционального анализа, развиваются численные методы.

В 60-е гг. XX в. было распространено мнение, что явное
интегрирование для практических целей не нужно, т.к. счита-
лось, что все необходимое можно найти численно на компью-
тере. Оказалось, однако, что далеко не все можно посчитать
численно. В 70-е гг. вновь появляются интересные и важные
результаты о явном интегрировании уравнений, возникающих
в различных задачах математической физики, физики плазмы
и т.п. Эти результаты часто являлись переоткрытиями уже со-
зданных классиками, но забытых теорий. Некоторые простей-
шие классические методы явного интегрирования уравнений
в частных производных мы и рассмотрим. Также приводятся
результаты, полученные авторами недавно [4, 5, 6, 7, 41]. В
первой части пособия мы воспользовались современным изло-
жением каскадного метода Лапласа, приведенным в [11].

Учебное пособие может служить основой для чтения специ-
альных курсов. Приведенные в тексте задачи можно использо-
вать как темы для курсовых и дипломных работ. Изучение ука-
занных в списке литературы оригинальных работ классиков и
современных авторов, дополняющих и обобщающих метод Ла-
пласа, может стать хорошей основой для самостоятельной на-
учной работы.
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1. Волновое уравнение

Уравнение
utt = a2uxx (1.1)

называется уравнением свободных колебаний струны или од-
номерным волновым уравнением. Уравнение (1.1) описывает
следующую математическую модель. Пусть имеется «идеаль-
ная» бесконечная струна. Это означает, что:

1) мы пренебрегаем толщиной струны, которую мы считаем
бесконечно малой по сравнению с ее длиной;

2) считаем, что струна абсолютно гибкая;
3) все точки струны движутся перпендикулярно оси OX в

одной плоскости и эти колебания малы по сравнению с длиной
струны;

4) струна однородная.
Тогда колебания «идеальной» струны задаются функцией

u(x, t), где u — отклонение точки струны с абсциссой x в мо-
мент времени t от положения покоя (см. рис. 1).

Рис. 1
Можно показать, что при сделанных предположениях

функция u(x, t) удовлетворяет (1.1), где a — постоянная, за-
висящая от натяжения струны и ее плотности.

Найдем полное решение уравнения (1.1). Для этого сделаем
замену переменных.

Положим ξ = x+ at, η = x− at. Дифференцируя сложную
функцию, получим ut = uξ · ξt + uη · ηt = auξ − auη, utt =
a(uξξξt + uξηηt − uηξξt − uηηηt) = a(auξξ + auηη) = a2(uξξ + uηη),
ux = uξ + uη, uxx = uξξ + 2uξη + uηη.
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Подставив это в уравнение (1.1), имеем a2(uξξ + uηη) =
a2(uξξ + 2uξη + uηη) или

uξη = 0. (1.2)

Найдем общее решение этого уравнения. Замечаем, что про-
извольные функции ϕ(ξ), ψ(η) будут решениями (1.2); в силу
линейности функция u(x, t) = ϕ(ξ) + ψ(η) — также его реше-
ние. Покажем, что любое решение (1.2) имеет такой вид. Пусть
u(x, t) — произвольное решение (1.2). Обозначим uξ = v, тогда
(1.2) эквивалентно vη = 0, или v = c1(ξ). Отсюда uξ = c1(ξ) ⇒
u =

∫
c1(ξ)dξ + c2(η) = ϕ(ξ) + ψ(η). Итак, общее решение (1.1)

есть
u = ϕ(x+ at) + ψ(x− at), (1.3)

где ϕ, ψ — произвольные дважды дифференцируемые функ-
ции. На рис. 2, 3, 4 схематично изображен график функции
u(x, t) в различные моменты времени t. Он является суммой
двух бегущих в противоположных направлениях волн. Для на-
глядности начальные возмущения ϕ(x), ψ(x) при t = 0 имеют
вид «горбиков»:

Рис. 2

Рис. 3
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Рис. 4

Теперь рассмотрим полубесконечную струну, один конец
которой A прикреплен к неподвижной опоре (рис. 5).

Рис. 5

Это означает, что u(x, t) определена лишь при x > 0 и
u(0, t) = 0, ∀t. Подставив x = 0 в (1.3), получаем ϕ(z) =
−ψ(−z), z = at и обратно: если ϕ(z) = −ψ(−z), то u(0, t) ≡ 0.
При этом ϕ(z), ψ(z) должны быть определены при любом зна-
чении аргумента z. Формула (1.3) позволяет формально опре-
делить u(x, t) также при x < 0. Причем мы получаем u(−x, t) =
ϕ(−x + at) + ψ(−x − at) = −ψ(x − at) − ϕ(x + at) = −u(x, t).
Говоря в физических терминах, мы можем продлить струну
влево до бесконечности, т.е. добавить воображаемую вторую
половину, считая функцию u(x, t) нечетной по x. Таким обра-
зом, мы свели случай полубесконечной закрепленной струны к
предыдущему. Данные рассуждения можно строго обосновать.
Рассмотрим теперь для закрепленной струны волну, движущу-
юся по струне влево по направлению к закрепленному концу.
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Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8

Рис. 9

На рис. 6–9 показано поведение решения u(x, t) в после-
довательные моменты времени. Мы видим, что воображаемая
волна, движущаяся направо при t = 0, затем превращается
в реальную отраженную волну. Легко убедиться на практике,
что именно так ведет себя длинный шнур с закрепленным кон-
цом. Если дернуть за свободный конец, то волна дойдет до за-
крепленной точки, отразится и, изменив знак, вернется назад.
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Внешне сходным с (1.1) является уравнение

uxx + uyy = 0. (1.4)

Его решения описывают, в частности, электростатические
потенциалы, стационарные течения несжимаемой жидкости,
стационарные температурные поля и многие другие физиче-
ские явления. Однако методы решения (1.4) коренным обра-
зом отличаются от рассмотренного выше метода решения (1.1)
и требуют применения комплексного анализа (см. [18]); явно
решения выписываются лишь в интегральном виде (см., на-
пример, [19]).

2. Канонический вид линейного уравнения
второго порядка с двумя независимыми
переменными

Рассмотрим задачу упрощения общего линейного уравне-
ния в частных производных второго порядка с двумя незави-
симыми переменными вида

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy+
D(x, y)ux + E(x, y)uy + F (x, y)ux +G(x, y) = 0.

(2.1)

Сделаем произвольную локально обратимую замену неза-
висимых переменных

ζ = ζ(x, y), η = η(x, y), ζxηy − ηxζy 6= 0; (2.2)

тогда (2.1) перейдет в уравнение

A1(ζ, η)uζζ +B1(ζ, η)uζη + C1(ζ, η)uηη+
D1(ζ, η)uζ + E1(ζ, η)uη + F1(ζ, η)uζ +G1(ζ, η) = 0,

(2.3)
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коэффициенты которого имеют вид

A1 = Aζ2
x +Bζxζy + Cζ2

y ,

B1 = 2Aζxηx +B(ζxηy + ζyηx) + 2Cζyηy,
C1 = Aη2

x +Bηxηy + Cη2
y ,

D1 = Aζxx +Bζxy + Cζyy +Dζx + Eζy,
E1 = Aηxx +Bηxy + Cηyy +Dηx + Eηy,
F1 = F,
G1 = G.

(2.4)

Подразумевается, что после вычисления производных по x, y
в данных формулах x и y заменены на ζ, η в силу (2.2). По-
пробуем избавиться от слагаемых с uηη и uζζ , приравняв нулю
A1 = Aζ2

x + Bζxζy + Cζ2
y = 0, C1 = Aη2

x + Bηxηy + Cη2
y = 0.

Рассмотрим два случая:
Случай I: A = 0. Тогда ζy(Bζx+Cζy) = 0, ηy(Bηx+Cηy) =

0. Следовательно, либо ζy = 0, либо Bζx+Cζy = 0. Аналогично
ηy = 0 либо Bηx + Cηy = 0. В силу невырожденности замены
(2.2) получаем, что возможны два подслучая: ζy = 0 и ζx/ζy =
−C/B; либо ηy = 0 и ηx/ηy = −C/B. Эти случаи фактически
совпадают: достаточно переименовать ζ и η.

Случай II: A 6= 0. Тогда ζy 6= 0 (и ηy 6= 0), поскольку в
противном случае мы бы получили C1 = Aη2

x = 0, т.е. ηx = 0
(соответственно ζx = 0), что противоречит обратимости заме-
ны переменных, разделив на η2

y и ζ2
y , получим Aw2+Bw+C = 0,

где w обозначает отношения ηx/ηy и ζx/ζy, которые тем самым
есть два корня этого квадратного уравнения. Видим, что для
существования такой упрощающей замены (2.2) нужна веще-
ственность и различность корней w1, w2, т.е.

∆1(x, y) = B2
1(x, y)− 4A1(x, y)C1(x, y) > 0. (2.5)

Уравнения (2.1), удовлетворяющие (2.5), называются гипер-
болическими. Только такие уравнения мы и будем изучать.
К ним относится волновое уравнение в формах (1.1) и (1.2).
Очевидно,

∆1(x, y) = B2
1(x, y)− 4A1(x, y)C1(x, y) = ∆(x, y)(ζxηy − ηxζy)2.

(2.6)
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Следовательно, свойство гиперболичности сохраняется при
любых заменах (2.2). Уравнение (1.4) не является гиперболиче-
ским, оно относится к другому классу — классу эллиптических
уравнений.

Убедимся, что решение η(x, y) уравнения ηx
/
ηy = w1 =

−B+
√
B2−4AC
2A постоянно на кривых y = y(x,C) — решениях

обыкновенного дифференциального уравнения

dy

dx
=
B −

√
B2 − 4AC
2A

. (2.7)

Эти кривые образуют первое семейство характеристик урав-
нения (2.1). Действительно:

dη

dx
= ηx+ηy

dy

dx
= ηy

−B +
√
B2 − 4AC
2A

+ηy
B −

√
B2 − 4AC
2A

= 0.

Аналогично ζ(x, y) (решение уравнения ζx
/
ζy = w2 =

−B−
√
B2−4AC
2A ) постоянно на втором семействе характеристик

dy

dx
= w2 =

B +
√
B2 − 4AC
2A

. (2.8)

Покажем теперь, как, зная характеристики (для чего тре-
буется решать лишь обыкновенные дифференциальные урав-
нения (2.7), (2.8)), можно найти решения уравнений 1-го по-
рядка в частных производных ηx

/
ηy = w1, ζx

/
ζy = w2, то есть

замену (2.2). Обозначим общее решение обыкновенного диф-
ференциального уравнения (2.7) через y = y(x,C). Выразим из
него C = C(x, y) и положим ζ(x, y) = C(x, y). Тем самым ζ(x, y)
постоянно на решениях y(x,C) уравнения (2.7), следовательно
ζx + ζy · dy/dx = 0, т.е. dy/dx = −ζx/ζy. Аналогично, выразим
константу C1 из общего решения y(x,C1) уравнения (2.8) и по-
ложим η(x, y) = C1(x, y). Легко проверить, что в координатах
ζ(x, y), η(x, y), выбранных указанным образом, выполняются
равенства A1 = C1 = 0. Действительно:

A1 = Aζ2
x +Bζxζy + Cζ2

y = ζ2
y

(
A
(dy
dx

)2 −Bdy
dx

+ C
)

= 0 (2.9)
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в силу (2.7). Аналогично C1 = 0 в силу (2.8).
Подведем итог: любое гиперболическое уравнение (2.1) за-

меной (2.2) приводится к каноническому виду

uζη + a(ζ, η)uζ + b(ζ, η)uη + c(ζ, η)u = f(ζ, η), (2.10)

a = D1/B1, b = E1/B1, c = F1/B1, f = G1/B1. Очевидно,B1 6=
0, т.к. в противном случае (2.3) становится уравнением первого
порядка; совершая обратную замену, получаем, что и (2.1) не
могло содержать членов 2-го порядка.

Для уравнения канонического вида

uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y), (2.11)

характеристиками, очевидно, служат прямые, параллельные
осям координат. Легко видеть, что из всех преобразований (2.2)
такие прямые переходят в себя только при преобразованиях ви-
да

ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(y). (2.12)

Такие преобразования сохраняют класс уравнений (2.11) и мо-
гут быть использованы для дальнейшего упрощения уравне-
ния, приведенного к канонической форме. Общие формулы
(2.4) показывают, что уравнение (2.11) в результате преобра-
зования (2.12) переходит в уравнение

uϕψ + a1(ϕ,ψ)uϕ + b1(ϕ,ψ)uψ + c1(ϕ,ψ)u = f1(ϕ,ψ), (2.13)

коэффициенты которого имеют вид

a1 =
a

ψ′
, b1 =

b

ϕ′
, c1 =

c

ψ′ϕ′
, f1 =

f

ψ′ϕ′
. (2.14)

Дальнейшее упрощение (2.11) получим, рассмотрев сдвиг

v(x, y) = u(x, y)− γ(x, y) (2.15)

неизвестной функции u(x, y) в уравнении (2.11) на некоторую
заданную функцию γ(x, y). Легко видеть, что новая неизвест-
ная функция v удовлетворяет уравнению vxy +avx+ bvy + cv =
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f − (γxy + aγx + bγy + cγ). Отсюда видим, что если выбрать в
качестве γ какое-нибудь решение u0(x, y) уравнения (2.11), то
v удовлетворяет однородному каноническому уравнению (т.е.
уравнению с нулевой правой частью):

vxy + avx + bvy + cv = 0. (2.16)

Поскольку нашей задачей является отыскание не какого-либо
одного, а произвольного общего решения (2.11), в дальнейшем
мы будем изучать только однородные уравнения (2.16). Это
уравнение часто называют уравнение Лапласа (не путать с
(1.4), которое называется так же!).

Применим к (2.16) следующее преобразование, сохраняю-
щее независимые переменные x и y. А именно, заменим неиз-
вестную функцию v(x, y) новой неизвестной функцией w, свя-
занной с v соотношением

v(x, y) = λ(x, y)w(x, y), (2.17)

где λ — некоторый заданный множитель. Преобразованное
уравнение приобретает вид

wxy + a1(x, y)wx + b1(x, y)wy + c1(x, y)w = 0, (2.18)

где
a1 = a+ λy

λ = a+ (lnλ)y,
b1 = b+ λx

λ = b+ (lnλ)x,
c1 = c+ λxy

λ + aλx
λ + b

λy

λ = c+ a1b1 − ab+ (lnλ)xy.
(2.19)

Эти формулы показывают, что для того, чтобы (2.16) и (2.18)
были связаны преобразованием вида (2.17), необходимо и до-
статочно, чтобы существовала функция λ(x, y), такая, что

a1− a = (lnλ)y, b1− b = (lnλ)x, c1− c = a1b1− ab+ (lnλ)xy.

Из этих соотношений видим, что

∂(a1 − a)
∂x

=
∂(b1 − b)

∂y
= c1 − c− a1b1 + ab,
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т.е.

∂a1

∂x
+a1b1−c1 =

∂a

∂x
+ab−c, ∂b1

∂y
+a1b1−c1 =

∂b

∂y
+ab−c. (2.20)

Если условия (2.20) выполнены, определение множителя λ не
представляет труда. А именно, заметив, что ∂(b1−b)

∂y = ∂(a1−a)
∂x и

выражение (b1− b)dx+(a1− a)dy является полным дифферен-
циалом, получаем для определения λ формулу

λ = exp
∫ [

(b1 − b)dx+ (a1 − a)dy
]
. (2.21)

Таким образом, мы доказали следующую лемму.

Лемма 2.1. Для того, чтобы два канонических уравнения
(2.16) и (2.18) были приводимы одно к другому мультипли-
кативным преобразованием (2.17), необходимо и достаточно,
чтобы величины

h = ax + ab− c, k = by + ab− c (2.22)

имели для обоих уравнений одно и то же значение.

Следствие 2.2. Уравнение (2.16) заменой (2.17) сводится к
уравнению uxy = 0, если и только если h = k = 0.

Согласно лемме 2.1, функции h, k являются (абсолютными) ин-
вариантами группы мультипликативных преобразований вида
(2.17). Их обычно называют инвариантами Лапласа уравне-
ния (2.16).

Легко видеть, что инварианты h и k переходят один в дру-
гой при перестановке x и y. Выясним, как преобразуются h
и k при заменах переменных вида (2.12). Дифференцируя две
первые формулы (2.14), получаем

h1 =
h

ψ(x)′ϕ(y)′
, k1 =

k

ψ(x)′ϕ(y)′
. (2.23)
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Формулы (2.23), как принято говорить, означают, что h и k
являются относительными инвариантами группы преобразова-
ний (2.12). Лемма 2.1 и формулы (2.23) показывают, что от-
ношение инвариантов Лапласа h/k представляет собой абсо-
лютный инвариант как для преобразований (2.17), так и для
преобразований (2.12).

3. Преобразования Лапласа

Уравнение
uxy + aux + buy + cu = 0 (3.1)

можно записать в двух равносильных формах:

uxy+aux+buy+(ax+ab−h)u =
(
∂

∂x
+ b

)(
∂

∂y
+ a

)
u−hu = 0,

uxy+aux+buy+(by+ab−k)u =
(
∂

∂y
+ a

)(
∂

∂x
+ b

)
u−ku = 0,

где h, k — инварианты Лапласа (2.22) уравнения (3.1). Поэтому
(3.1) эквивалентно каждой из систем(

∂

∂y
+ a

)
u = u1,

(
∂

∂x
+ b

)
u1 = hu, (3.2)(

∂

∂x
+ b

)
u = u−1,

(
∂

∂y
+ a

)
u−1 = ku. (3.3)

Предположим, что инвариант h ≡ 0. Тогда второе уравнение
из (3.2) имеет вид (u1)x = −bu1, т.е. является обыкновенным
линейным дифференциальным уравнением относительно неиз-
вестной переменной функции u1, зависящей от независимой
переменной x и от параметра y. Интегрируя его и учитывая
зависимость произвольной постоянной от параметра, получа-
ем u1 = Y (y) exp

(
−
∫
b dx

)
. Подставляя u1 в первое уравнение

(3.2), имеем uy + au = Y (y) exp
(
−
∫
b dy

)
. Используя метод ва-

риации постоянной, находим из него

u = exp
(
−
∫
a dy

)(
X(x) +

∫
Y (y) exp

(∫
(a dy − b dx)

)
dy

)
,
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где X — произвольная функция переменной x, а Y — перемен-
ной y.

При k ≡ 0 из (3.3) аналогичным образом получаем

u = exp
(
−
∫
b dx

)(
Y (y) +

∫
X(x) exp

(∫
(b dx− a dy)

)
dx

)
.

В случае h = k = 0 уравнение (3.1) согласно следствию 2.2
сводится к уравнению vxy = 0 мультипликативным преобра-
зованием u = λ(x, y)v. Используя формулу (2.21) и известный
вид общего решения волнового уравнения, получаем

u = exp
(
−
∫

(b dx+ a dy)
)(

X(x) + Y (y)
)
.

Таким образом, если хотя бы один из инвариантов h, k тож-
дественно равен нулю, то уравнение (3.1) интегрируется в квад-
ратурах. К сожалению, редко оказывается, что h ≡ 0 или k ≡ 0.
Однако и в более общей ситуации может оказаться полезной за-
пись (3.1) в виде систем (3.2), (3.3), поскольку она позволяет
преобразовать заданное уравнение Лапласа (3.1) в два других
уравнения того же вида, одно из которых может иметь один из
инвариантов Лапласа равным нулю.

Предположим, например, что h 6= 0, тогда можно совер-
шить так называемое X-преобразование Лапласа по следую-
щим формулам. Из второго уравнения (3.2) выражаем u через
новую функцию u1:

u =
1
h

(
∂

∂x
+ b

)
u1. (3.4)

Подставив это выражение вместо u в первое уравнение (3.2),
получаем уравнение Лапласа на неизвестную функцию u1:

0 =
(
∂

∂y
+ a

)
1
h

(
∂

∂x
+ b

)
u1 − u1 =

=
1
h

∂2u1

∂x∂y
−hy
h2

∂u1

∂x
+
b

h

∂u1

∂y
+
by
h
u1+

a

h

∂u1

∂x
+
ab

h
u1−

hy
h2
bu1−u1 =

=
1
h

[
∂2u1

∂x∂y
+
(
a−hy

h

)
∂u1

∂x
+b

∂u1

∂y
+
(
by+

(
a−hy

h

)
b− h

)
u1

]
.
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Аналогично, если k 6= 0, можно совершить Y -преобразование
Лапласа, пользуясь уравнениями (3.3):

u =
1
k

(
∂

∂y
+ a

)
u−1, (3.5)

0 =
(
∂

∂x
+ b

)
1
k

(
∂

∂y
+ a

)
u−1 − u−1 =

=
1
k

[
∂2u−1

∂x∂y
+
(
b− kx

k

)
∂u−1

∂y
+ a

∂u−1

∂x
+
(
ax+

(
b− kx

k

)
a−k

)
u−1

]
.

Обозначим результат X-преобразования Лапласа через E1, а
Y -преобразования — через E−1. Запишем их в удобном для
нас (универсальном) виде

∂2u1

∂x∂y
+ a1(x, y)

∂u1

∂x
+ b1(x, y)

∂u1

∂y
+ c1(x, y)u1 = 0, (E1)

∂2u−1

∂x∂y
+ a−1(x, y)

∂u−1

∂x
+ b−1(x, y)

∂u−1

∂y
+ c−1(x, y)u−1 = 0,

(E−1)
где

a1 = a− (lnh)y, b1 = b, c1 = a1b1 + by − h
a−1 = a, b−1 = b− (ln k)x, c−1 = a−1b−1 + ax − k.

(3.6)

Используя (3.6), найдем инварианты Лапласа для уравнений
(E1), (E−1):

h1 = 2h− k − (lnh)xy, h−1 = k
k1 = h, k−1 = 2k − h− (ln k)xy.

(3.7)

Если h1 ≡ 0, то уравнение (E1) интегрируется в квадратурах, а
значит, по формуле u = 1

h

(
∂
∂x + b

)
u1 находятся все решения ис-

ходного уравнения (3.1), которое будем далее обозначать (E0).
Аналогичным образом (E0) интегрируется, если k−1 ≡ 0.

В случае же, если h1 6≡ 0, то, применяя к (E1) X-
преобразование Лапласа, мы приходим к новому уравне-
нию (E2). Аналогично, если k−1 6≡ 0, то с помощью Y -
преобразования мы, исходя из (E−1), строим уравнение (E−2)
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и т.д. Таким образом, мы имеем целую двустороннюю последо-
вательность уравнений

. . . , (E−3), (E−2), (E−1), (E0), (E1), (E2), (E3), . . . (3.8)

С ней связана двусторонняя последовательность инвариантов
Лапласа

. . . , h−3, h−2, h−1, h0 = h, h1, h2, h3, . . . (3.9)

Заметим, что нет необходимости выписывать дополнительно
последовательность инвариантов ki, поскольку из формул (3.7)
видно, что ki+1 = hi, i = 0,±1,±2, . . .. Принимая во внимание
(3.7), получаем, что для цепочки инвариантов Лапласа hi верна
рекуррентная формула

hi+1 = 2hi − hi−1 − (lnhi)xy, i ∈ Z, (3.10)

позволяющая без нахождения самих уравнений (Ei) вычислять
все инварианты hi, исходя из «начальных значений» h−1 = k,
h0 = h.

Кроме того, отметим, что, применив Y -преобразование Ла-
пласа к уравнению (E1), получим уравнение Лапласа с ин-
вариантами h0 и k0, т.е. сводящееся к (E0) мультипликатив-
ным преобразованием (u1)−1 = λ(x, y)u0. Легко показать, что
коэффициент пропорциональности λ(x, y) = h0. Аналогично,
применив X-преобразование Лапласа к (E−1), получим урав-
нение, сводящееся к (E0) заменой (u−1)1 = ku0. Таким обра-
зом, X- и Y -преобразования почти обратны друг другу. Поэто-
му, комбинируя их в произвольном порядке, мы получим лишь
уравнения, эквивалентные (Ei) из (3.8), пока (может быть) мы
не встретим уравнение, один из инвариантов которого тожде-
ственно равен нулю. Если, например, это hs ≡ 0 (или ks ≡ 0),
формула (3.4) (соответственно (3.5) становится неприменимой,
т.е. мы не сможем применить X-преобразование Лапласа (Y -
преобразование) еще один раз и цепочка (3.8) обрывается на
уравнении (Es). Это и будет являться «хорошим» случаем: как
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мы отмечали выше, (Es) интегрируется в квадратурах (один
из инвариантов Лапласа равен нулю!). Применяя к получен-
ному решению us уравнения (Es) нужное число раз форму-
лу (3.4) (соответственно (3.5)), находим полные решения всех
уравнений (Er), 0 6 r < s (соответственно 0 > r > s в случае
s < 0), и, в частности, полное решение исходного уравнения
(E0). Этот способ интегрирования и называется каскадным
методом Лапласа.

Чтобы избежать возможного недоразумения, упомянем,
что термин «преобразование Лапласа» употребляется в мате-
матическом анализе также в другом смысле, обозначая преоб-
разование, аналогичное преобразованию Фурье функций.

4. Явные формулы для решений

Рассмотрим цепочку преобразований Лапласа некоторого
уравнения (E0): . . . , (E−n), . . ., (E−2), (E−1), (E0), (E1),
(E2), . . ., (En), . . ., где (Ei) — уравнение, полученное из исход-
ного уравнения (E0) с помощью X-преобразования Лапласа,
примененных i раз, а (E−i) — уравнение, полученное из исход-
ного уравнения (E0) с помощью Y -преобразования Лапласа,
примененных i раз, i = 1, 2, . . . В дальнейшем мы будем соот-
ветственно использовать обозначения

∂ui
∂x∂y

+ ai
∂ui
∂x

+ bi
∂ui
∂y

+ ciui = 0 (Ei)

∂u−i
∂x∂y

+ a−i
∂u−i
∂x

+ b−i
∂u−i
∂y

+ c−iu−i = 0 (E−i)

В виде систем 1-го порядка уравнения (Ei) и (E−i) записыва-
ются соответственно в виде{ (

∂
∂y + ai

)
ui = ui+1(

∂
∂x + b

)
ui+1 − hiui = 0

(4.1)
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{ (
∂
∂x + b−i

)
u−i = u−i−1(

∂
∂y + a

)
u−i−1 − h−i−1u−i = 0

(4.2)

Отсюда получаем, что последовательные решения уравнений в
цепочке преобразований Лапласа связаны формулами

ui =
1
hi

(
∂

∂x
+ b

)
ui+1, i > 0, (4.3)

us =
1
ks

(
∂

∂y
+ a

)
us−1, s 6 0. (4.4)

Следовательно, u = u0 выражается через un (n > 1) следую-
щим образом:

u =
1
h

(
∂

∂x
+ b

)
1
h1

(
∂

∂x
+ b

)
· · · 1

hn−1

(
∂

∂x
+ b

)
un.

Поскольку
∂

∂x
+b = e−

R
b dx ∂

∂x
e

R
b dx, последнюю формулу мож-

но переписать в виде

ue
R
b dx =

1
h

∂

∂x

1
h1

∂

∂x
· · · 1

hn−1

∂

∂x

(
une

R
b dx
)
. (4.5)

Аналогичным образом u = u0 выражается через u−m:

ue
R
a dy =

1
k

∂

∂y

1
k−1

∂

∂y
· · · 1

k1−m

∂

∂y

(
u−me

R
a dy
)
. (4.6)

Предположим теперь, что hn ≡ 0. Тогда, как отмечалось выше,
уравнение (En) равносильно системе(

∂

∂y
+ an

)
un = un+1,

(
∂

∂x
+ b

)
un+1 = 0.

Решая ее (см. стр. 15), получаем

un = e−
R
an dy

(
X(x) +

∫
Y (y)e

R
(andy−bdx)dy

)
, (4.7)
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где X и Y — произвольные функции x и y соответственно.
Введем обозначения α = e−

R
an dy, β = e

R
(andy−bdx), тогда

un = α

(
X +

∫
Y β dy

)
. (4.8)

Подставив это выражение для un в (4.5), получаем

u=A
(
X+
∫
Y βdy

)
+A1

(
X ′+
∫
Y βxdy

)
+. . .+An

(
X(n)+

∫
Y
∂nβ

∂xn
dy

)
,

где A, A1, . . . , An — заданные функции от x и y, а X(m) —
производная порядка m произвольной функции X(x). Так как
Y — произвольная функция от y, то, полагая Y = 0, мы имеем
следующее специальное решение:

u = AX +A1X
′ + . . .+AnX

(n). (4.9)

Итак, если инвариант n-го порядка hn тождественно равен
нулю, то исходное уравнение (E0) вида (3.1) имеет специальное
решение (4.9), где X — произвольная функция от x. Справед-
ливо и обратное утверждение:

Лемма 4.1. Пусть уравнение (E0) вида uxy + a(x, y)ux +
b(x, y)uy + c(x, y)u = 0 имеет решение (4.9), где A(x, y),
A1(x, y), . . . , An(x, y) — заданные функции, а X(x) — произ-
вольная функция одного аргумента. Тогда найдется m (0 6
m 6 n) такое, что инвариант Лапласа hm уравнения (Em)
равен нулю.

Доказательство. Будем доказывать утверждение леммы ин-
дукцией по порядку n специального решения. В случае n = 0
специальное решение имеет вид u = AX. После подстановки в
уравнение получаем (Ay+aA)X ′+(Axy+aAx+bAy+cA)X = 0.
В силу произвольности X отсюда следует, что Ay + aA = 0,
Axy + aAx + bAy + cA = 0. Выражая Ay из первого соотноше-
ния и подставляя во второе, получаем, что 0 = −(aA)x+aAx−
baA+ cA = −hA, откуда h = 0.
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Пусть для s 6 n− 1 утверждение верно (для любого урав-
нения вида (E0)). Покажем, что оно выполняется для s = n.

Подставляя в уравнение (E0) решение (4.9), получаем со-
отношение вида Bn+1X

(n+1) + BnX
(n) + . . . + B0X = 0, где

Bn+1 = (An)y + aAn. Так как X — произвольная функция от
x, то Bn+1 = 0 или (An)y + aAn = 0. Предположим, что ин-
вариант h уравнения (E0) не равен нулю (в противном случае
лемма доказана). Тогда к уравнению (E0) можно применить
X-преобразование Лапласа. Полученное уравнение (E1) также
обладает специальным решением вида (4.9). Действительно, в
силу (3.2)

u1 =
∂u

∂y
+au=

(
∂An
∂y

+aAn

)
X(n) +

(
∂An−1

∂y
+aAn−1

)
X(n−1) + . . .

Причем коэффициент при X(n) тождественно равен нулю. Сле-
довательно, специальное решение u1 уравнения имеет порядок
не больший, чем n − 1. По предположению индукции один из
инвариантов h1, . . . , hn уравнения (E1) (а значит, и (E0)) равен
нулю. Лемма доказана.

Теорема 4.2. Пусть для уравнения (3.1) hs = k−r = 0. Тогда
общее решение данного уравнения представимо в виде

u =A0X+A1X
′+. . .+AsX(s)+B0Y +B1Y

′+. . .+BrY (r). (4.10)

Здесь Ai(x, y), Bi(x, y) — некоторые конкретные функции, а
X и Y — произвольные функции переменных x и y соответ-
ственно.

В дальнейшем мы будем для краткости обозначать сумму
(4.10) с наивысшей s-й производной X и наивысшей r-й произ-
водной Y через Vs,r. Также будем полагать, что в (4.10), воз-
можно, As = 0 либо Br = 0.

Доказательство. Поскольку hs = k−r = 0, согласно из-
ложенному выше (см. (4.7))

us = e−
R
as dy

(
X(x) +

∫
Y (y)e

R
(asdy−bdx)dy

)
, (4.11)
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u−r = e−
R
b−r dx

(
Y1(y) +

∫
X1(x)e

R
(b−rdx−ady)dx

)
. (4.12)

Как было показано выше (см. (4.6)),

u = e−
R
a dy 1

h−1

∂

∂y

1
h−2

∂

∂y
· · · 1

h−r

∂

∂y

(
u−re

R
a dy
)
. (4.13)

Из формулы (4.1) следует, что

us =
(
∂

∂y
+ as−1

)(
∂

∂y
+ as−2

)
· · ·
(
∂

∂y
+ a

)
u (4.14)

Подставляя (4.12) в (4.13), а затем (4.13) — в (4.14), приходим
к еще одному выражению для us. Приравняем его к (4.11)
и получим, что для любых X1(x), Y1(y) существуют X(x),
Y (y), такие, что e−

R
as dy

(
X(x) +

∫
Y (y)e

R
(asdy−bdx)dy

)
=(

∂
∂y + as−1

)(
∂
∂y + as−2

)
· · ·
(
∂
∂y + a

)
e−

R
a dy 1

h−1

∂
∂y

1
h−2

∂
∂y · · ·

1
h−r

∂
∂y

(
e−

R
b−r dx

(
Y1(y) +

∫
X1(x)e

R
(b−rdx−ady)dx

))
. Положим

в этой формуле X1 ≡ 0, умножим обе ее части на e
R
as dy и

продифференцируем по y. Получим соотношение вида

e
R

(asdy−bdx)Y =
∂

∂y

(
B0Y1 +B1Y

′
1 + . . .+Bs+rY

(s+r)
1

)
, (4.15)

где Bs+r 6= 0. В соответствии с формулой (4.5) об-
щее решение уравнения (E0) имеет вид ue

R
b dx =

1
h
∂
∂x

1
h1

∂
∂x · · ·

1
hs−1

∂
∂x

(
e

R
b dx−as dy

(
X +

∫
Y e−

R
(b dx−as dy)dx

))
.

Подставляя в эту формулу соотношение
(4.15), приходим к u = e−

R
b dx 1

h
∂
∂x

1
h1

∂
∂x · · ·

1
hs−1

∂
∂x

(
e

R
b dx−as dy

(
X +B0Y1 + . . .+Bs+rY

(s+r)
1

))
, что и

доказывает теорему.

5. Формулы Дарбу

Указанный в теореме 4.2 явный вид общего решения урав-
нения Лапласа с конечной в обе стороны цепочкой преобразова-
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ний Лапласа не позволяет найти выражение для коэффициен-
товAi,Bi, а также вид коэффициентов a(x, y), b(x, y), c(x, y) са-
мого́ уравнения. Известный французский математик XIX–XX
вв. Г. Дарбу [34] дал явные формулы для этих коэффициентов
в терминах определителей специального вида (вронскианов).

Напомним предварительно необходимые сведения из курса
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Определение 1. Вронскианом (определителем Вронского)
набора функций z1(x), z2(x), . . . , zn(x) одного переменного x
называется определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 z′1 · · · z
(n−1)
1

z2 z′2 · · · z
(n−1)
2

...
...

...
...

zn z′n · · · z
(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.1)

Теорема 5.1. Для того, чтобы аналитические функции
z1(x), . . . , zn(x) были линейно зависимыми на некотором чис-
ловом промежутке, необходимо и достаточно, чтобы в этом
промежутке их вронскиан был тождественно равен нулю.

Напомним теперь, как по заданной системе линейно независи-
мых функций z1(x), . . . , zn(x) построить линейное однородное
обыкновенное дифференциальное уравнение, для которого zi
образовывали бы фундаментальную систему решений. Имен-
но, добавим к заданным zi еще одну функцию z(x) и образуем
их вронскиан:

L =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z z′ · · · z(n)

z1 z′1 · · · z
(n)
1

z2 z′2 · · · z
(n)
2

...
...

...
...

zn z′n · · · z
(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.2)

Разложив его по первой строке, получим выражение L =
W0z

(n) + W1z
(n−1) + . . . + Wn−1z

′ + Wnz, где Wi — некоторые
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определители, составленные их zi и их производных. Видим,
что W0 6= 0, поскольку совпадает с вронскианом (5.1) линейно
независимой системы. Тогда уравнение L = W0z

(n)+W1z
(n−1)+

. . . +Wn−1z
′ +Wnz = 0 на функцию z(x) имеет заданные zi в

качестве фундаментальной системы решений. Действительно,
если z = C1z1 + C2z2 + . . . + Cnzn, то определитель (5.2) ра-
вен нулю в силу теоремы 5.1. Обратно, если L = 0, то система
z(x), z1(x), . . . , zn(x) линейно зависима; поскольку исходные zi
независимы, получаем, что z = C1z1 + C2z2 + . . .+ Cnzn.

Кроме того, нам понадобится следующая лемма.

Лемма 5.2. Линейная комбинация V = α0(x, y)Y (y) +
α1(x, y)Y ′(y) + . . . + αn(x, y)Y (n)(y), где αs(x, y) — заданные
функции, обращается тождественно в ноль для произвольной
функции Y (y), если и только если αs(x, y) ≡ 0, ∀s.

Доказательство. Выберем n линейно независимых функций
Yi(y). Подставляя их в выражение V = 0, получаем систему
однородных уравнений на αs(x, y):

Y1 Y ′
1 · · · Y

(n)
1

Y2 Y ′
2 · · · Y

(n)
2

...
...

...
...

Yn Y ′
n · · · Y

(n)
n



α1

α2
...
αn

 = 0.

Определитель данной системы есть вронскиан линейно незави-
симой системы функций {Yi}ni=1 и, следовательно, отличен от
нуля. Поэтому αs(x, y) ≡ 0, ∀s, ч.т.д.

Лемма 5.3. Если уравнение Лапласа (E0) имеет общее реше-
ние вида Vk,m (см. (4.10)), то (E1) имеет общее решение вида
Vk−1,m+1; соответственно (E−1) имеет общее решение вида
Vk+1,m−1.

Доказательство. Непосредственной подстановкой u =
Vk,m =

∑k
i=0AiX

(i) +
∑m

j=0BjY
(j) в уравнение Лапласа (E0),
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как и при доказательстве леммы 4.1, получаем соотношение
вида 0 = Ck+1X

(k+1) + CkX
(k) + . . . + Dm+1Y

(m+1), Ck+1 =
(Ak)y + aAk, Dm+1 = (Bm)x + bBm. Поскольку X и Y —
произвольные функции, применив лемму 5.2, получаем, что
(Ak)y+aAk = 0, (Bm)x+bBm = 0. Тогда u1 = ∂u

∂y+au =
(
(Ak)y+

aAk
)
X(k) + . . .+

(
(Ak−1)y+aAk−1

)
X(k−1) +BmY

(m+1) + . . . оче-
видно, имеет вид Vk−1,m+1. Аналогичное рассуждение приме-
нимо к решению u−1 (E−1).

Следовательно, применив X-преобразование Лапласа нуж-
ное число раз, придем к уравнению (Ek), которое имеет общее
решение вида

uk = ÃX + B̃0Y + B̃1Y
′ + . . .+ B̃m+kY

(m+k). (5.3)

Совершим мультипликативное преобразование неизвестной
функции uk = Ã · v. Это преобразование не изменяет цепоч-
ки инвариантов Лапласа. Имеем

v = X +B0Y +B1Y
′ + . . .+Bm+kY

(m+k), (5.4)

Bi = B̃i/Ã. Уравнение Лапласа, которому удовлетворяет v,
имеет вид vxy + bvy = 0 (т.е. a = 0, c = 0), поскольку, полагая
Y ≡ 0 в (5.4), при подстановке в (2.16) получим aX ′ + cX = 0
для произвольной функции X(x), что возможно лишь при
a = c = 0. В дальнейшем мы будем работать с уравнением
Лапласа для v, и его цепочкой преобразований Лапласа, обо-
значая их для простоты также (Ek).

Взяв Y ≡ 0, получим, что (Ek) имеет частное решение вида
(4.9) с n = 0. Из леммы 4.1 получаем, что инвариант Лапласа
hk = 0, т.е. общее решение (Ek) есть

v = α(x, y)
(
X(x) +

∫
Y (y)β(x, y) dy

)
(5.5)

по формуле (4.8) с α = e−
R
a dy = 1, β = e−

R
b dx . Приравнивая

выражения (5.4) и (5.5), разделив на α(x, y) и продифференци-
ровав по y, получаем:
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∂

∂y

(
m+k∑
i=0

BiY
(i)

)
= Y1β. (5.6)

Отсюда выражаем Y1 через Y и ее производные:

Y1 = 1
β
∂
∂y

(∑m+k
i=0 BiY

(i)
)

= λ0Y + . . .+λm+k+1Y
(m+k+1), (5.7)

где 

λ0 = 1
β
∂
∂yB0

λ1 = 1
β

(
∂
∂yB1 +B0

)
...

λm+k = 1
β

(
∂
∂yBm+k +Bm+k−1

)
λm+k+1 = 1

βBm+k

(5.8)

Покажем, что в (5.7) коэффициенты λi зависят только от
y. Действительно, продифференцировав (5.7) по x, выводим
(λ0)xY +(λ1)xY ′+ . . .+(λm+k+1)xY (m+k+1) = 0. Применяя лем-
му 5.2, получаем, что (λs)x = 0, ∀s.

Выразив из последнего уравнения (5.8) Bm+k = βλm+k+1,
подставим его в предпоследнее уравнение (5.8), что позволит
нам выразить Bm+k−1. Продолжая этот процесс, мы в конце
концов выразим из второго уравнения (5.8) B0. Подставив его
в первое уравнение, получим

βλ0−
∂

∂y
(βλ1)+

∂2

∂y2
(βλ2)−. . .+(−1)m+k+1∂

m+k+1

∂ym+k+1
(βλm+k+1)=

= µm+k+1β
(m+k+1)
y + . . .+ µ0β = 0, (5.9)

где коэффициенты µi выражаются через λi и их производ-
ные. Легко видеть, что можно и обратно рекуррентно вы-
разить λi через µi и их производные, начав с λm+k+1 =
(−1)m+k+1µm+k+1. Заметим, что в (5.9) λi, µi зависят только от
y, а β = β(x, y). Тем самым (5.9) представляет собой обыкно-
венное линейное дифференциальное уравнение по y на функ-
цию β. Как доказывается в курсе дифференциальных уравне-
ний, общее решение (5.9) имеет вид

β = C1(x)β1(y) + . . .+ Cm+k+1(x)βm+k+1(y), (5.10)
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где βi — фундаментальная система решений уравнения (5.9), а
Ci(x) — произвольные функции от x.

Формула (5.10) и будет служить основой для получения яв-
ного вида решений уравнения Лапласа с конечной цепочкой
инвариантов. Именно, проведем все предыдущие рассуждения
в обратном порядке. Будем считать, что мы задали произволь-
ные наборы линейно независимых функций βi(y) и линейно
независимых функций Ci(x), i = 1, . . . ,m + k + 1. С помощью
(5.2) найдем линейное обыкновенное дифференциальное урав-
нение (по переменной y) порядка m+ k+ 1, для которого βi(y)
служат фундаментальной системой решений. Это даст нам ко-
эффициенты µi в формуле (5.9), а, следовательно, и коэффи-
циенты λi. Как объяснялось выше, из (5.8) находим Bi. Фор-
мула (5.10) дает выражение для β = e−

R
bm+k+1dx и, следова-

тельно, для bm+k+1 = −(lnβ)x для ненулевого коэффициента
(Em+k+1), которое имеет общее решение (5.4). Совершив обрат-
ное мультипликативное преобразование u = Ã(x, y)v с произ-
вольной функцией Ã(x, y) и проделав k раз Y -преобразование
Лапласа, получаем искомый общий вид уравнения (E0) с ко-
нечной в обе стороны цепочкой преобразований Лапласа и
его общее решение в виде дифференциальных выражений от
2(m+ k+ 1) произвольных функций одного переменного βi(y),
Ci(x) и мультипликативного множителя Ã(x, y).

Дарбу удалось получить красивые явные формулы для этих
дифференциальных выражений. Для этого, следуя Дарбу, бу-
дем непосредственно пытаться выписать выражения для коэф-
фициентов λi в (5.7). Именно, возьмем yi(y), i = 1, . . . ,m+ k+
1 — фундаментальную систему решений уравнения

λ0Y + λ1Y
′ + . . .+ λm+k+1Y

(m+k+1) = 0.

С помощью (5.2) найдем коэффициенты λi с точностью до
мультипликативного множителя. Из равенства (5.6) получаем,
что

∂

∂y

(
m+k∑
i=0

BiY
(i)

)
= Y1β =

m+k+1∑
i=0

λiY
(i) = 0
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при подстановке Y = yp(y). Следовательно,

m+k∑
i=0

Biy
(i)
p = xp(x), p = 1, . . . ,m+ k + 1. (5.11)

Будем теперь считать, что yp(y), xp(x) — заданные, линей-
но независимые наборы функций и выразим все интересующие
нас величины в виде дифференциальных выражений от этих
2(m + k + 1) функций одного переменного. Добавим к урав-
нениям (5.11) выражение v = X(x) +

∑
BiY

(i) и рассмотрим
полученную совокупность как системуm+k+2 линейных урав-
нений на m + k + 2 неизвестные величины Bi и v. Отсюда по
формуле Крамера получаем

v = ∆1
∆ ; ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X Y Y ′ . . . Y (M)

x1 y1 y′1 . . . y
(M)
1

...
...

...
...

...
xM+1 yM+1 y′M+1 . . . y

(M)
M+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y′1 . . . y

(M)
1

y2 y′2 . . . y
(M)
2

...
...

...
...

yM+1 y′M+1 . . . y
(M)
M+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(5.12)

(M = m+ k) и аналогичные формулы для Bi.
Найдем теперь выражения для полного решения u0 исход-

ного уравнения Лапласа (E0) через введенные функциональ-
ные параметры xp(x), yp(y). Из (4.5) мы знаем, что u0 =
D0v + D1

∂v
∂x + . . . + Dk

∂kv
∂xk , где Ds(x, y) — некоторые фикси-

рованные коэффициенты. Поскольку из (5.12) мы видим, что
v ≡ 0 при подстановке X = xp, Y = yp, ясно, что также u0 ≡ 0
при этой подстановке. С другой стороны, для u0 мы имели вы-
ражение
u0 = Vk,m = F0X + F1X

′ + . . .+ FkX
(k) +

+G0Y +G1Y
′ + . . .+GmY

(m). (5.13)
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Подставляя в него X = xp, Y = yp, получим систему m+ k+ 1
однородных уравнений на m + k + 2 неизвестных коэффици-
ента Fi, Gj . Один из них можно считать произвольным, что
соответствует тому факту, что u0 допускает мультипликатив-
ные замены u0 −→ ϑ(x, y)u0. Присоединив к этим уравнениям
уравнение (5.13) (как мы выше сделали для (5.11), (5.12)), на-
ходим выражения для Fi, Gj и

u0 = ϑ(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X X ′ . . . X(k) Y Y ′ . . . Y (m)

x1 x′1 . . . x
(k)
1 y1 y′1 . . . y

(m)
1

x2 x′2 . . . x
(k)
2 y2 y′2 . . . y

(m)
2

...
...

...
...

...
...

...
...

xM x′M . . . x
(k)
M yM y′M . . . y

(m)
M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5.14)

(M = m + k + 1). Можно показать (оставляем это читателю в
качестве упражнения), что определитель в (5.14) не равен тож-
дественно нулю как функция от X, Y и их производных, если
каждый из наборов функций {xp}, {yp} линейно независим. За-
метим, что, разлагая определитель (5.14) по верхней строке, мы
получаем искомые выражения для Fi, Gj , как коэффициенты
в этом разложении при X, X ′, . . . , Y , Y ′, . . .

Следуя Дарбу, покажем, как явно выписать коэффициенты
уравнения (E0), зная выражения (5.14) для его решения. Для
простоты полагаем ϑ(x, y) ≡ 1. Из (5.13)

∂u0

∂x
=
∂F0

∂x
X + . . .+ FkX

(k+1) +
∂G0

∂x
Y + . . .+

∂Gm
∂x

Y (m),

∂u0

∂y
=
∂F0

∂y
X + . . .+

∂Fk
∂y

X(k) +
∂G0

∂y
Y + . . .+GmY

(m+1),

∂2u0

∂x∂y
=
∂2F0

∂x∂y
X+. . .+

∂Fk
∂y

X(k+1)+
∂2G0

∂x∂y
Y +. . .+

∂Gm
∂x

Y (m+1),

Следовательно, комбинация

M =
∂2u0

∂x∂y
− (Fk)y

Fk

∂u0

∂x
− (Gm)x

Gm

∂u0

∂y
(5.15)
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не содержит X(k+1), Y (m+1). Кроме того, M зануляется, как
и u0, при подстановке X = xp, Y = yp, ∀p. Мы видели выше,
что это свойство характеризует u0 с точностью до мультипли-
кативного множителя, т.е. M = c(x, y)u0, что дает нам урав-
нение Лапласа на u0. Коэффициент c(x, y) легче всего найти,
подставив X ≡ 1, Y ≡ 0 в (5.13). Имеем тогда u0 = F0, т.е. из
(5.15)

c(x, y) =
1
F0

(
∂2F0

∂x∂y
− (Fk)y

Fk

∂F0

∂x
− (Gm)x

Gm

∂F0

∂y

)
.

6. Задачи ([11])

1. Найдите инварианты уравнения (En), если исходное
уравнение имеет вид

uxy +
α

x+ y
ux +

β

x+ y
uy +

γ

(x+ y)2
u = 0,

где α, β, γ — постоянные.
2. Покажите, что если уравнения (E0) и (E1) имеют одни

и те же инварианты, то каждое из них заменой переменных
приводится к виду uxy = u.

3. Покажите, что если инварианты уравнения (E2) совпада-
ют с инвариантами исходного уравнения (E0), то ∂2

∂x∂y lnhk = 0,
и после соответствующей замены независимых переменных ви-
да x←→ f(x), y ←→ ϕ(y) величины lnh и ln k являются реше-
ниями уравнения

∂2ω

∂x∂y
= shω; shω def

=
eω − e−ω

2
.

4. Покажите, что при замене u = λ(x, y)v в уравнении

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ 2l(x, y)

∂u

∂x
+ 2m(x, y)

∂u

∂y
+ n(x, y)u = 0

величины J = ∂l
∂y −

∂m
∂x , K = ∂l

∂x + ∂m
∂y + l2 + m2 − n являются

инвариантами этого преобразования.
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5. Покажите, что если инварианты J и K из предыдущего
упражнения равны нулю, то уравнение сводится заменой u =
λ(x, y)v к

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0;

если J = 0, K 6= 0, то уравнение сводится к

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+ cv = 0;

и если J 6= 0, K = 0, то к

β
∂2(αv)
∂x2

+ α
∂2(βv)
∂y2

= 0,

где α = e
R
l dx, β = e

R
mdy.

6. Примените результаты задач 4, 5 к уравнению

zxy + azx + bzy + cz = 0.

7. Докажите, что уравнение

zxy +
α

x+ y
zx +

β

x+ y
zy +

γ

(x+ y)2
z = 0

имеет решение вида

z = A0X +A1X
′ + . . .+AnX

(n),

где X(x) — произвольная функция, если γ = (α + n)(β − n −
1), n — произвольное натуральное число. Найдите его общее
решение для n = 1.

8. Покажите, что уравнение

zxy + xyzx + nxz = 0, n — целое,

имеет решения вида z = A0X(x) + A1X
′(x) + . . . + AnX

(n)(x),
где X(x) — произвольная функция. Постройте эти решения
при n = 2 и n = −1.
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9. Проинтегрируйте уравнения

(i) zxy + xzx + yzy + (1 + xy)z = 0;

(ii) zxy +mxzx + nyzy + (2m− n+mnxy)z = 0;

(iii) zxy +myzx + ecyzy + (2c+my)ecyz = 0,

где m, n, c — некоторые постоянные.
10. Проинтегрируйте уравнения

(i) zxy −
1
y
zx +

k

x
zy −

k

xy
z = 0, k = const;

(ii) zxy +
(

1
y
− 1
x− y

)
zx −

2
x
zy −

2
x

(
1
y
− 1
x− y

)
z = 0;

(iii) zxy +
2

x− y
zx −

2
x− y

zy −
4

(x− y)2
z = 0.

11. Выпрямив характеристики, преобразуйте уравнение

zxx + 2λzxy + (λ2 − µ2)zyy + αzx + βzy = 0,

где α, β, λ, µ— функции независимых переменных, в уравнение
вида

zxy + azx + bzy = 0;

найдите инварианты последнего в терминах α, β, λ, µ. Приме-
ните полученный результат к уравнению

zxx +
3
2
zxy +

1
2
zyy −

2
x

(zx + zy) = 0

и покажите, что для преобразованного уравнения ряд преоб-
разований Лапласа обрывается с двух сторон.

12. Решите уравнение

zxx − zyy =
1
x

(zx − zy),

используя преобразование из предыдущего упражнения.
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13. Проинтегрируйте уравнения

(i) zxy − xzx − yzy − (1− xy)z = 0;

(ii) zxy −mxzx − nyzy + (m− 2n+mnxy)z = 0,
m, n — постоянные;

(iii) zxy −myzx − ecyzy + (c−my)ecyz = 0,
m, c — постоянные;

(iv) zxy − xyzx +mxz = 0, m — целое;

(v) zxy +
1
y
zx −

c

x
zy −

c

xy
z = 0, c — постоянная;

(vi) zxy −
2

x− y
zx +

2
x− y

zy = 0;

(vii) zxy +
(

1
x− y

− 1
y

)
zx +

2
x
zy −

−
(

2
xy
− 2
x(x− y)

− 1
(x− y)2

)
z = 0.
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7. Уравнения математической физики.
Классические методы интегрирования и
современные результаты

Изложенный выше каскадный метод Лапласа фактически
был известен для некоторых частных случаев еще Эйлеру [24].
Лаплас [52] и позднее Дарбу [34] существенно развили этот ме-
тод. В математике того периода их результаты широко исполь-
зовались в дифференциальной геометрии; фактически целый
том [34] известного 4-томного трактата Дарбу по теории по-
верхностей целиком посвящен подробному изучению преобра-
зований Лапласа и их приложениям к решению различных за-
дач дифференциальной геометрии. Особенно важным для этих
приложений (см. [30, 34]) было уравнение Мута́ра

uxy = λ(x, y)u, u = u(x, y), (M)

— частный случай уравнения Лапласа (3.1). В математике и
особенно в квантовой физике XX в. огромную роль сыграло
уравнение Шредингера, которое в стационарном двумерном
случае имеет вид

uxx + uyy = V (x, y)u, u = u(x, y), (7.1)

отличающийся лишь знаком от уравнения uxx−uyy = V (x, y)u,
эквивалентного (M) (см. § 1).

Большой интерес представляет получение в явном виде
их точных решений для различных «потенциалов» λ(x, y) и
V (x, y). Один из наиболее мощных методов получения реше-
ний таких уравнений — теория преобразований Мутара [59],
[34], как частный случай более общей теории преобразований
Бэклунда [29] — был развит в конце XIX – начале XX вв. для
нужд дифференциальной геометрии.

Уравнение Мутара (M) имеет в настоящее время много-
численные приложения в теории интегрируемых (2+1)-мерных
нелинейных систем уравнений в частных производных матема-
тической физики. В рамках классической дифференциальной
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геометрии (M) играет ключевую роль в изучении центральных
задач дифференциальной геометрии того времени — теории из-
гибания поверхностей, теории конгруенций, теории сопряжен-
ных сетей. В последние десятилетия (M) применяется для на-
хождения решений уравнений типа Кадомцева-Петвиашвили
(описывающего волновые процессы в плазме) и др. [26, 56].

Заметный вклад в развитие методов интегрирования нели-
нейных уравнений второго порядка был внесен, в частности,
известным российским математиком, основателем Московской
математической школы Д.Ф. Егоровым [10]. К сожалению, раз-
витые Дарбу, Гурса, Егоровым и другими выдающимися мате-
матиками XIX и начала XX вв. методы интегрирования урав-
нений Лапласа и Мутара, применимые также к уравнениям
Шредингера (7.1), были вскоре забыты. Лишь в последнюю
четверть XX в. эти результаты вновь были востребованы в
математической физике. Как оказалось, классические методы
могут быть обобщены на случай линейных уравнений более
высокого порядка [68] и нелинейные уравнения с частными
производными (см., например, [13]). Были вскрыты многочис-
ленные связи результатов Дарбу, Гурса и др. с современными
методами, развивавшимися в 70–80 гг. XX в. (см., например,
[15, 23, 29, 56, 61]). Эллиптический вариант преобразования
Мутара (см. ниже § 8) для уравнения Шредингера (7.1) при-
вел к решению одного из вопросов спектральной теории дву-
мерных операторов [20]. Начавшаяся работа по актуализации
старых методов и их применению к решению задач современ-
ной математики и физики еще далека от завершения.

Ниже мы излагаем основы этой классической теории и неко-
торые из ее современных приложений к решению задач инте-
грирования нелинейных дифференциальных уравнений с част-
ными производными. Также изложены новые результаты по
теории интегрирования уравнения Гурса, принадлежащие ав-
торам. Дается пример решения одной из стандартных систем,
описывающих динамику стохастических систем (модели Ферх-
юльста) методом Лапласа, полученного в [41].
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8. Уравнение Мутара

Французским математиком Т. Мутаром [59] в конце XIX в.
было найдено замечательное преобразование уравнения вида
(M) в новое уравнение того же вида с другим коэффициен-
том λ = λ1(x, y). Преобразование Мутара позволяет по двум
решениям u = ω(x, y) и u = ϕ(x, y) уравнения (M) с данным
«потенциалом» λ = λ0(x, y) находить (квадратурой) решение
ϑ того же уравнения с измененным потенциалом λ1(x, y) =
λ0 − 2(lnω)xy. Соответствующие формулы перехода

λ1 = λ0 − 2(lnω)xy = −λ0 +
2ωxωy
ω2

= ω

(
1
ω

)
xy

, (8.1){
(ωϑ)x = −ω2

(ϕ
ω

)
x
,

(ωϑ)y = ω2
(ϕ
ω

)
y
,

(8.2)

т.е. ϑ = 1
ω

∫ (
−ω2

(ϕ
ω

)
x
dx+ ω2

(ϕ
ω

)
y
dy
)
, устанавливают (мно-

гозначное) соответствие между решениями уравнения Мутара
(M0) (т.е. (M) с потенциалом λ0(x, y)) и (M1) (т.е. (M) с по-
тенциалом λ1(x, y)).

Задача 1. Используя уравнения на ω, ϕ: ωxy = λω, ϕxy =
λϕ, проверить совместность системы (8.2) и равенство ϑxy =
λ1ϑ.

Задача 2. Проверьте, что u = 1/ω — решение uxy = λ1u,
задающее обратное преобразование λ1 → λ0 в соответствии с
формулой (8.1).

Задача 3. Проверить, что

ψ = −ωϑ/ϕ (8.3)

есть решение уравнения (M) с λ = λ2 = λ0 − 2(lnϕ)xy (см.
рис. 1, стр. 38).

Предположим, что мы можем найти полное решение (M)
для случая некоторого заданного потенциала λ0 с произволом
в 2 функции одного переменного; из формул (8.2) мы можем,
меняя ϕ, получить квадратурой общее решение (M) с потенци-
алом λ1 также с произволом в 2 функции одного переменного.
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Так, при λ0 = 0 общее решение (M) ϕ = γ(x)+µ(y) дает общее
решение

ϑ =
(

2α(x)µ(y)− 2β(y)γ(x) +
∫

(µyβ − βyµ) dy +

+
∫

(γαx − αγx) dx
)

1
α(x) + β(y)

для потенциала λ1 = −2
[
ln
(
α(x) + β(y)

)]
xy

= 2αxβy

(α+β)2
(т.е. ω =

α(x)+β(y)). Ниже (см. стр. 58) мы приведем другую формулу
(12.2) для этого решения, не включающую квадратур.

Продолжая далее цепочку преобразований Мутара (M0)→
(M1)→ (M2)→ . . . (Mk)→ . . ., мы получаем, что (априори)
k-й потенциал λk зависит от выбора 2k функций одного пе-
ременного — начальных данных решений ωs(x, y) уравнений
(Ms), s = 0, 1, . . . , k − 1.

В [26, 56] указан способ выразить потенциал λk и решения
уравнения Мутара (Mk) с этим потенциалом через 2k решений
исходного уравнения (M0) («формулы пфаффианов», анало-
гичные «формулам вронскианов» для случая преобразований
Дарбу (1 + 1)-мерных интегрируемых уравнений [56]).

Интересно ответить на вопрос: насколько широк получив-
шийся набор потенциалов λk(x, y) по сравнению с множеством
всех гладких функций 2-х переменных? В работе [7] было пока-
зано, что набор потенциалов λk(x, y), получающихся из произ-
вольного начального λ0(x, y), будет (локально) плотным в про-
странстве гладких функций двух переменных. Именно, верен
следующий результат.

Теорема 8.1. Пусть задан произвольный начальный потен-
циал λ0(x, y), принадлежащий классу C∞ в окрестности точ-
ки (0, 0). Тогда для любого N = 0, 1, 2, . . . найдется такое K,
что для любого набора чисел Px1... xk

, 0 ≤ k ≤ N , xs ∈ {x, y}
производные потенциала λK (из последовательности преобра-
зований Мутара (M0) → (M1) → (M2) → . . . (Mn) → . . .) в
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точке (0, 0) совпадают с Px1... xk
:

∂x1∂x2 . . . ∂xk
λK(0, 0) = Px1... xk

, ∂z =
∂

∂z
, k ≤ N. (8.4)

С другой стороны, в работе [4] было показано, что можно из-
бежать квадратур в цепочке преобразований Мутара (M0) →
(M1) → (M2) → . . . (Mk) → . . ., начиная с M2. Именно,
если ω1, ω2, ϕ — три решения (M) с заданным λ = λ0, и
ϑ1, ϑ2 — решения преобразованных уравнений с потенциала-
ми λ1 = λ0 − 2(lnω1)xy, λ2 = λ0 − 2(lnω2)xy, получаются из

ϕ с помощью (8.2), ϑi =
1
ωi

∫ (
−ω2

i

(
ϕ

ωi

)
x

dx+ ω2
i

(
ϕ

ωi

)
y

dy

)
,

то существует единственное решение ϑ′ четвертого уравнения
Мутара uxy = λ12u, λ12 = λ1 − 2(lnω′1)xy = λ2 − 2(lnω′2)xy,
связанное с ϑ1, ϑ2 преобразованиями Мутара (8.2). Это ϑ′ вы-
ражается в конечном виде алгебраической формулой

ϑ′ − ϕ =
ω1ω2

λ
(ϑ2 − ϑ1), λ = ω1ω

′
1 = −ω2ω

′
2, (8.5)

где ω′1, ω′2 — получены из ω2, ω1 соответственно (8.2), (8.3), т.е.

ω′1 =
1
ω1

∫ (
−ω2

1

(
ω2

ω1

)
x

dx+ ω2
1

(
ω2

ω1

)
y

dy

)
(ср. [30, v. II, p. II,

§ 297]).
Наглядно это утверждение можно проиллюстрировать диа-

граммой рис. 11. Каждая грань этого куба соответствует пре-
образованию Мутара; ребро соответствует переходу от верши-
ны, изображающей уравнение Мутара с обозначенным в вер-
шине потенциалом λi, к соседней вершине с преобразованным
потенциалом λj = λi − 2(ln ρ)xy, где ρ (одно из ωs, ϑs, ко-
торым помечено ребро) — решение соответствующего уравне-
ния ρxy = λiρ. По двум ребрам, выходящим из одной вер-
шины, достраиваем два других ребра и четвертую вершину
по формулам (8.2) и (8.3): на рис. 10 по λ0, ϕ и ω нахо-
дим ϑ = 1

ω

∫ (
−ω2

(ϕ
ω

)
x
dx+ ω2

(ϕ
ω

)
y
dy
)

и ψ = −ωϑ/ϕ, λ12 =
λ1 − 2(lnϑ)xy = λ2 − 2(lnψ)xy.
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Подобная техника генерации новых решений из известных
характерна для преобразований Бэклунда — одного из мощ-
ных инструментов интегрирования нелинейных дифференци-
альных уравнений с частными производными (см., например,
[29], [30]).

Рассмотрим теперь аналог преобразований Мутара для дву-
мерного стационарного уравнения Шредингера

uxx + uyy = V (x, y)u, u = u(x, y). (8.6)

С формальной точки зрения (предполагая все встречающиеся
функции голоморфными функциями своих двух аргументов)
мы можем свести (8.6) к уравнению Мутара uxy = V (x, y)u
простейшим преобразованием{

x = x+ y,
y = ix− iy. (8.7)

Задача 4. Проверьте, что после указанной замены форму-
лы (8.1), (8.2) перейдут в
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V1 =V0 − 2
(
∂2
xx + ∂2

yy

)
lnω = −V0 +

2(ω2
x + ω2

y)
ω2

, (8.8){
(ωϑ)x = −iω2

(ϕ
ω

)
y
,

(ωϑ)y = iω2
(ϕ
ω

)
x
,

(8.9)

а соотношения (8.3), (8.5) сохраняют свой вид.
Задача 5. Не предполагая аналитичности, непосредствен-

но проверьте, что ϑ, полученная как решение (8.9), удовлетво-
ряет (8.6) с потенциалом V1. Проверьте совместность (8.9) и
справедливость формул (8.3) и (8.5).

Как видно из (8.8), (8.9), если исходный потенциал V0 и
решения ω, ϕ уравнения (8.6) были вещественные, новое реше-
ние ϑ будет чисто мнимым, а новый потенциал V1 будет по-
прежнему вещественным. Если мы хотим избежать появления
мнимых величин, мы можем применить (8.8), (8.9) еще раз, по-

лучив вещественный потенциал V12 = −V1 +
2(ϑ2

x+ϑ2
y)

ϑ2 и новое
вещественное решение соответствующего уравнения Шредин-
гера по формуле (8.5). Впрочем, можно поступить проще: по-
скольку ϑ, получаемое из (8.9) — решение линейного уравнения
(8.6), мы можем избавиться от мнимых величин уже в первом
преобразовании, убрав множитель i в формулах (8.9).

Задача 6. Проверьте, что формулы (8.3), (8.5) останутся
при этом по-прежнему верными.

Отметим важный факт: в силу обратимости преобразова-
ний Мутара (задача 2) с помощью формул (8.1), (8.2), (8.5)
мы можем получать все возможные композиции двух (соответ-
ственно трех) последовательных преобразований Мутара. Дей-
ствительно, обратимость преобразования позволяет рассмат-
ривать рис. 10 как полностью симметричный относительно лю-
бой своей вершины; начиная от λ1, мы можем взять любые два
преобразования, приводящие к λ0, λ12; случай куба (рис. 11)
полностью аналогичен.

40



9. Уравнение Гурса

В данном параграфе мы получим преобразование, анало-
гичное преобразованию Мутара, для другого важного нелиней-
ного уравнения второго порядка

ϑxy = 2
√
λ(x, y)ϑxϑy. (GN )

Это уравнение впервые было изучено Э. Гурса́ [44, 45].
Задача 7. Покажите, что подстановкой z =

√
ϑx, w =

√
ϑy

уравнение (GN ) приводится к линейной системе{
zy =

√
λw,

wx =
√
λ z,

(9.1)

или, после исключения w,

zxy =
1
2
(log λ)xzy + λ z. (GL)

Легко найти инварианты Лапласа (GL): h = λ, k =
−1

2(lnλ)xy + λ. Пусть нам теперь заданы два решения ϑ1(x, y),
ϑ2(x, y) уравнения (9.1). Квадратурой найдем функцию ẑ(x, y)
из системы:

∂

∂x

(
ϑ1ẑ√
(ϑ1)x

)
= ϑ1

∂

∂x

(√
(ϑ2)x√
(ϑ1)x

)
,

∂

∂y

(
ϑ1ẑ√
(ϑ1)x

)
=
−ϑ3

1

(
1
ϑ1

)
xy

(ϑ1)xy
∂

∂y

(√
(ϑ2)x√
(ϑ1)x

)
;

(9.2)

это ẑ является решением (GL) с λ ≡ λ1 = λ − (lnϑ1)xy и но-
вое ϑ̂ — решение (9.1) с преобразованным потенциалом λ1 —
находится посредством другой квадратуры из{

ϑ̂x = (ẑ)2,
ϑ̂y = (ŵ)2 = (ẑy)2/λ1.

(9.3)
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Замечание.
√
λ1 = ±

(√
λ−

√
(ϑ1)x

√
(ϑ1)y

/
ϑ1

)
. От-

метим, что можно записать правую часть второго урав-

нения системы (9.2) в другой форме:
−ϑ3

1

(
1
ϑ1

)
xy

(ϑ1)xy
=

ϑ1

√
λ1√
λ

= ϑ1 −
√

(ϑ1)x
√

(ϑ1)y√
λ

;
∂

∂y

(√
(ϑ2)x√
(ϑ1)x

)
=

√
λ

(√
(ϑ2)y√
(ϑ1)x

−
√

(ϑ1)y
√

(ϑ2)x√
(ϑ1)x

)
.

Задача 8. Проверьте, что системы (9.2), (9.3) совместны в
силу исходного уравнения (9.1) на ϑ1(x, y), ϑ2(x, y), а −1/ϑ1 —
решение преобразованного уравнения (GN ), переводящее его
обратно в исходное.

Все эти формулы были получены Гурса. Покажем (следуя
[4]), как, используя коммутативные диаграммы «ромба» и «ку-
ба», избавиться от второй квадратуры (9.3) и получить алгеб-
раическую формулу для суперпозиции решений, аналогичную
(8.5).

Прежде всего рассмотрим ромбическую диаграмму
(рис. 12). Мы считаем, что в ней задан начальный потенциал
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λ = λ0(x, y) и два решения ϑ1(x, y), ϑ2(x, y) уравнения (9.1).
Тогда мы получаем λ1 = λ − (lnϑ1)xy и λ2 = λ − (lnϑ2)xy.
Для четвертого потенциала λ12 тем самым должно (в си-
лу коммутативности диаграммы) выполняться равенство
λ12 = λ1 − (log ϑ̂)xy = λ − (log ϑ̂ϑ1)xy = λ2 − (log ϑ̂2)xy =
λ − (log ϑ̂2ϑ2)xy, т.е. (log ϑ̂ϑ1)xy = (log ϑ̂2ϑ2)xy. Предполагаем
для простоты ϑ̂ϑ1 = ϑ̂2ϑ2, или ϑ̂2 = ϑ̂ϑ1

/
ϑ2.

Подставляя это выражение для ϑ̂2 в уравнение Гурса (λ2)
(так мы для простоты обозначим (9.1) с потенциалом λ = λ2)
и используя (λ1) для ϑ̂, легко доказать следующую теорему.

Теорема 9.1. Функции ϑ̂2 = ϑ1ϑ̂/ϑ2 и

ϑ̂ =
Aẑ2 + 2Bẑŵ + Cŵ2

D
, (9.4)

с A = −ϑ1(ϑ2)y +ϑ2(ϑ1)y, B = ϑ1

√
(ϑ2)x(ϑ2)y−ϑ2

√
(ϑ1)x(ϑ1)y,

C = −ϑ1(ϑ2)x + ϑ2(ϑ1)x, D =
(√

(ϑ2)x(ϑ1)y −
√

(ϑ1)x(ϑ2)y
)2,

удовлетворяют (λ2) и (λ1) соответственно, если и только

если ẑ =
√
ϑ̂x и ŵ =

√
ϑ̂y удовлетворяют совместной системе

ẑx =
bz((z2)xϑ1w1−(z1)xϑ1w2−z2z21w1+z31w2

)
+ bwϑ1

(
(z1)xz2−(z2)xz1

)
ϑ1

(
z2w1−z1w2

) ,

ẑy =
√
λ1ŵ,

ŵy =
bzϑ1

(
(w2)yw1−(w1)yw2

)
+ bw((w1)yϑ1z2−(w2)yϑ1z1−z2w3

1+z1w2w2
1

)
ϑ1

(
z2w1−z1w2

) ,

ŵx =
√
λ1ẑ;

(9.5)
здесь zk =

√
(ϑk)x, wk =

√
(ϑk)y.

Задача 9. Проверить утверждение теоремы прямым вы-
числением.

Как можно проверить, исключение ŵ из (9.5) дает линей-
ное уравнение второго порядка на ẑ, которое можно фактори-
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зовать:

ϑ2
1

(
(z2)xz1 − (z1)xz2

)d2ẑ

dx2
+

+ϑ1

(
− (z2)xxϑ1z1 + (z2)xz3

1 + (z1)xxϑ1z2 − (z1)xz2z2
1

)dẑ
dx

+(
(z2)xx(z1)xϑ2

1 − (z2)xxϑ1z
3
1 − (z2)x(z1)xxϑ2

1 + 3(z2)x(z1)xϑ1z
2
1 −

(z2)xz5
1 + (z1)xxϑ1z2z

2
1 − 3(z1)2xϑ1z2z1 + (z1)xz2z4

1

)
ẑ =

(
ϑ1z

3
1

(
z2/z1

)
x

)
·
(
d

dx
−
(
log
[
ϑ1

(
z2/z1

)
x

])
x

)
◦ d

dx

(
ϑ1ẑ

z1

)
.

Как очевидно, функция f = ϑ1

(
z2/z1

)
x

является решением(
d
dx −

(
log
[
ϑ1

(
z2/z1

)
x

])
x

)
f = 0, что дает нам первую из фор-

мул Гурса (9.2). Вторая из них эквивалентна следующему со-
отношению между ŵ и ẑ:

ẑw1 − ŵz1 = w1z2 − z1w2, (9.6)

которое получается после исключения ẑx из первых уравнений
(9.2) и (9.5). Используя это соотношение, мы можем упростить
(9.4):

ϑ̂ =
−ẑ2ϑ1 + 2ẑϑ1

√
(ϑ2)x + ϑ2(ϑ1)x − ϑ1(ϑ2)x

(ϑ1)x
. (9.7)

Следствие 9.2. Решение ϑ̂ уравнения (λ1), задаваемое фор-
мулой (9.7) с ẑ, удовлетворяющим (9.2) и ϑ̂2 = ϑ1ϑ̂/ϑ2 (это —
решение (λ2)) обеспечивают коммутативность диаграммы
рис. 12.

Замечание. Найденное ϑ̂2 = ϑ1ϑ̂/ϑ2 с ẑ2 =
√

(ϑ̂2)x не удо-

влетворяет (9.2); для этого необходимо выбрать ẑ2 = −
√

(ϑ̂2)x .
Алгоритмическая формула суперпозиции для трех реше-

ний, соответствующая кубической диаграмме (рис. 13), содер-
жится в следующей теореме.
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Теорема 9.3. Если заданы три решения ϑ1, ϑ2, ϑ3 началь-
ного уравнения (λ0) и найдены решения ϑ̂, η1 уравнения (λ1)
и ϑ̂2, η2 уравнения (λ2) (используя (9.7), (9.2)), то суще-
ствует единственное решение χ четвертого уравнения Гур-
са (λ12), связанное с обеими ϑ̂, ϑ̂2 преобразованиями Гурса
(9.7), (9.2). Это χ задается следующей алгебраической форму-
лой: χ = (−ϑ1ϑ2z

2
2z

2
3 + 2ϑ1ϑ2z

2
2z3v2 + ϑ1ϑ2z

2
2v

2
1 − 2ϑ1ϑ2z

2
2v1v2 +

2ϑ1ϑ2z2z
2
3 ẑ1 − 2ϑ1ϑ2z2z3ẑ1v1 − 2ϑ1ϑ2z2z3ẑ1v2 + 2ϑ1ϑ2z2ẑ1v1v2 +

ϑ1z
4
2ϑ3 − 2ϑ1z

3
2ϑ3ẑ1 + ϑ1z

2
2ϑ3ẑ

2
1 + ϑ2

2z
2
1z

2
3 − 2ϑ2

2z
2
1z3v2 + ϑ2

2z
2
1v

2
2 −

ϑ2z
2
1z

2
2ϑ3)/(z2

2(ϑ1z
2
2 −2ϑ1z2ẑ1 +ϑ1ẑ

2
1 −ϑ2z

2
1)); здесь zi =

√
(ϑi)x,

vi =
√

(ηi)x, ẑ1 =
√

(ϑ̂1)x .

Доказательство. Используя (9.2), мы получаем два на-
бора соотношений для ̂̂z =

√
χx, поскольку χ связана двумя

ромбическими диаграммами, построенными из ϑ̂, η1 и ϑ̂2, η2

соответственно. Мы можем найти требуемую алгебраическую
формулу для ̂̂z из этих двух наборов; используя (9.7), полу-
чаем алгебраическую формулу для χ. Прямой (хотя и длин-
ной) выкладкой, которую мы оставляем читателю в качестве
упражнения, можно проверить, что найденная функция χ удо-
влетворяет всем необходимым уравнениям.

Как и в § 8, отметим, что диаграммы рис. 12, 13 позволя-
ют получать композиции произвольных двух (трех) преобра-
зований Гурса; это вытекает из обратимости преобразования
(задача 8).

Полученные нами формулы, как очевидно, слишком слож-
ны. В замечательной работе [36] Ж. Драш показал, как их
упростить, введя вспомогательную функцию. Именно пусть
ϑ1 — решение уравнения (GN ), тогда общее решение преоб-
разованного уравнения Гурса

ϑ̂xy = 2
√
λ1ϑ̂xϑ̂y, (9.8)

с λ1 = λ − (lnϑ1)xy,
√
λ1 = ±

(√
λ−

√
(ϑ1)x(ϑ1)y

/
ϑ1

)
дается
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формулой

ϑ̂ = ϑ− σ2

ϑ1
, (9.9)

где ϑ — общее решение исходного уравнения (GN ), а σ опреде-
ляется из совместной системы{

σx =
√

(ϑ)x(ϑ1)x,

σy =
√

(ϑ)y(ϑ1)y.
(9.10)

Несложно показать, что решение линейного уравнения (GL),
соответствующего преобразованному уравнению (9.8) и исход-
ным формулам преобразования, данным Гурса ([44]), находит-

ся по формуле ẑ =
√

(ϑ̂)x =
√
ϑx − σ

√
(ϑ1)x

/
ϑ1.

Рассмотрим ромбическую диаграмму (рис. 12). Как было
показано выше, мы можем считать, что ϑ̂2 = ϑ̂ϑ1

/
ϑ2.

Поскольку ϑ̂ = ϑ2 − σ2

ϑ1
, то ϑ̂2 = bϑϑ1

ϑ2
= ϑ1 − σ2

ϑ2
. Тем са-

мым получена упрощенная формула ромба (ср. теорему 9.1 и
следствие 9.2), включающая одну квадратуру (9.10).

Рассмотрим теперь кубическую диаграмму (рис. 13).

Теорема 9.4. Если заданы три решения ϑ1, ϑ2, ϑ3 начального
уравнения (λ0) и найдены решения σ, σ, σ соответствующих
ромбических систем (9.10)σx =

√
(ϑ1)x(ϑ2)x,

σy =
√

(ϑ1)y(ϑ2)y,

σx =
√

(ϑ1)x(ϑ3)x,

σy =
√

(ϑ1)y(ϑ3)y,

σx =
√

(ϑ2)x(ϑ3)x,

σy =
√

(ϑ2)y(ϑ3)y,
(9.11)

(а значит, и решения ϑ̂, η1 уравнения (λ1) и ϑ̂2, η2 — урав-
нения (λ2) по формулам (9.9)), то существует единственное
решение χ четвертого уравнения Гурса (λ12), связанное с обе-
ими ϑ̂, ϑ̂2, преобразованиями Гурса (9.8), (9.9), (9.10). Это χ
задается следующей алгебраической формулой:

χ = η1 −
σ̂2

ϑ̂
= η2 −

̂̂σ2

ϑ̂2

, σ̂ = σ − σσ

ϑ1
, ̂̂σ = σ − σσ

ϑ2
. (9.12)
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10. Симметрии цепочек преобразований
Лапласа и интегрируемые экспоненци-
альные системы

Задача 10. Докажите, что общее уравнение Лапласа (3.1)
сводится к уравнению Мутара (M) мультипликативным пре-
образованием если и только если h ≡ k.

Задача 11. Используя рекуррентную формулу (3.7), пока-
жите, что цепочка инвариантов Лапласа для уравнения Мута-
ра обладает свойством симметрии hi = h−i−1.

Естественно задаться следующим вопросом: для каких
уравнений Лапласа цепочка инвариантов Лапласа симметрич-
на? Уточним, что мы понимаем под симметрией в данном
случае. Представим, что мы расставили инварианты Лапла-
са hi(x, y) в целых числах (с соответствующими номерами i)
вещественной прямой. Будем говорить, что цепочка hi сим-
метрична относительно какой-либо точки α этой прямой, если
инварианты, находящиеся на равных расстояниях от α (по раз-
ные стороны от нее) равны. Очевидно, что α может быть лишь
целым α = k ∈ Z или полуцелым α = k − 1

2 , k ∈ Z. Лег-
ко видеть, что второй случай приводит к уравнению Мутара.
Действительно, hk = hk−1, т.е. инварианты Лапласа одного из
уравнений в цепочке преобразований Лапласа (3.8), а именно
(Ek), совпадают. В соответствии с утверждением задачи 10 это
означает, что (Ek) приводится к уравнению Мутара мульти-
пликативным преобразованием.

Оставшийся тип симметрии после перенумерации уравне-
ний в цепочке преобразований Лапласа приводится к случаю
α = 0, и мы имеем hi = h−i. Этот случай был изучен Э. Гурса
в работах [44, 45]. Оказывается, что уравнение Лапласа с усло-
вием h1 = h−1 (в силу рекуррентного соотношения (3.7) это
автоматически повлечет hi = h−i) приводится к виду (GL).

Задача 12. Докажите последнее утверждение.
Установленное общее для уравнений Мутара и Гурса свой-
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ство симметричности цепочки инвариантов Лапласа и объяс-
няет сходство свойств их преобразований.

Дальнейшие параграфы посвящены одному красивому при-
менению преобразований линейных уравнений, изучавшихся
выше (уравнение Мутара (M), Гурса (GL) и общее уравнение
Лапласа (3.1)), к интегрированию нелинейных систем уравне-
ний с частными производными, встречающихся в современной
математической физике (так называемые цепочки Тоды и их
обобщения). Ключевым фактом здесь является рекуррентное
соотношение (3.10):

hi+1 = 2hi − hi−1 − (lnhi)xy, (10.1)

которое мы получили выше. Рассмотрим (10.1) как систему
дифференциальных уравнений второго порядка на бесконеч-
ное количество неизвестных величин hi(x, y), i = 0,±1,±2, . . ..
Оказывается, эта система после замены hi = exp(ϑi − ϑi−1)
переходит в известную в математической физике «двумеризо-
ванную» цепочку Тоды

(ϑi)xy = exp(ϑi − ϑi−1)− exp(ϑi+1 − ϑi). (10.2)

Разумно изучать различные редукции системы (10.1) (или
(10.2)), приводящие к конечным системам уравнений. Напри-
мер, простейшей редукцией будет изучавшиеся еще в конце
XIX в. Г. Дарбу [34] конечные цепочки преобразований Лапла-
са, т.е. уравнения Лапласа (3.1), для которых после конечно-
го числа как X-, так и Y-преобразований Лапласа получают-
ся уравнения с одним из инвариантов Лапласа, равным 0, что
приводит к невозможности продолжать цепочку преобразова-
ний Лапласа в соответствующих направлениях. С точки зрения
цепочки уравнений (10.1) это означает, что существуют такие
номера n > 0, −m < 0, что hn = h−m = 0, и (10.1) превращает-
ся в систему из n+m− 1 уравнений:
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
(lnh−m+1)xy = 2h−m+1 − h−m+2,
(lnh−m+2)xy = 2h−m+2 − h−m+1 − h−m+3,

. . .
(lnhn−2)xy = 2hn−2 − hn−3 − hn−1,
(lnhn−1)xy = 2hn−1 − hn−2.

(10.3)

Например, при m = n = 1 получаем одно уравнение (lnh0)xy =
2h0 или, после подстановки h0 = eu,

uxy = 2eu. (10.4)

Последнее уравнение получило название уравнения Лиувилля
в честь французского математика XIX в. Ж. Лиувилля (1809–
1882), впервые получившего его полное решение [55]

u = ln
X ′Y ′

(X + Y )2
, (10.5)

гдеX(x) — произвольная функция переменной x, а Y (y) — про-
извольная функция переменной y. Можно изучать дальнейшие
редукции системы (10.3), налагая, например, условие симмет-
ричности цепочки инвариантов Лапласа относительно целой
или полуцелой точки α. Так, при α = 0 и n = m = 2 имеем
h2 = h−2 = 0, h1 = h−1 = ev1 , h0 = ev0 ,{

(v0)xy = 2ev0 − 2ev1 ,
(v1)xy = 2ev1 − ev0 . (10.6)

Аналогично, при α = −1/2, n = 2, m = 3, h2 = h−3 = 0
h0 = h−1 = ev0 , h1 = h−2 = ev1 ,{

(v0)xy = ev0 − ev1 ,
(v1)xy = 2ev1 − ev0 . (10.7)

Указанные конечномерные редукции (и некоторые другие, ко-
торые мы опишем ниже) допускают явную формулу для ре-
шений, обобщающую формулу Лиувилля (10.5). Подобные си-
стемы, обладающие явными формулами общего решения, в по-
следнее время активно изучались (см., например, работы [12],
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[14], [23]). В частности, в [23] была получена полная классифи-
кация таких систем, принадлежащих к общему классу экспо-
ненциальных систем «типа I».

Прежде всего, преобразуем системы (10.3), (10.6), (10.7) к
виду, принятому в [23]. Обозначим правую часть i-го уравнения
(10.3) через wi: (lnhi)xy = 2hi − hi+1 − hi−1 = wi =

∑
j Aijhj ,

Aij =


2 при i = j,
−1 при i = j ± 1,
0 во всех других случаях,

(An)

и для краткости далее положим vs = lnhs. Легко проверить,
что матрица ||Aij || невырождена и мы можем выразить hi через
wj : hi =

∑
j(A

−1)ijwj =
∑

j(A
−1)ij(vj)xy =

(∑
j(A

−1)ijvj
)
xy

.

Обозначим
∑

j(A
−1)ijvj = ui =⇒ vi =

∑
j Aijuj , откуда полу-

чаем систему {(ui)xy = hi} или

(ui)xy = evi = exp

∑
j

Aijuj

 . (10.8)

Если мы налагаем на (10.3) требование симметрии величин hi
относительно целой точки α = 0, то аналогичные рассуждения
приводят к системе вида (10.8) с матрицей

A =



2 −2 0 . . . . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0

0 −1 2 −1
...

... −1
. . . . . .

...
...

. . . 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


. (Bn)

Требование симметричности относительно полуцелой точки
приводит после тривиальной замены к системе того же вида
с матрицей
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A =



2 −1 0 . . . . . . 0
−2 2 −1 0 . . . 0

0 −1 2 −1
...

... −1
. . . . . .

...
...

. . . 2 −1
0 . . . . . . 0 −1 2


. (Cn)

Системы вида (10.8) с матрицами, удовлетворяющими услови-
ям

Aii = 2, Aij = 0⇔ Aji = 0, Aij = 0,−1,−2, . . . (i 6= j)
(10.9)

названы в [23] экспоненциальными системами типа I; матрицы
A, удовлетворяющие условию (10.9), называются обобщенны-
ми матрицами Картана. Неожиданным фактом, доказанным
в [23], является то, что для «интегрируемости в явном ви-
де» нераспадающейся системы (10.8) необходимо и достаточ-
но, чтобы матрица A являлась матрицей Картана (в смысле,
принятом в теории алгебр Ли) некоторой простой алгебры Ли
(см. соответствующие определения, например, в [2, 8]). В част-
ности, приведенные выше матрицы Картана (An), (Bn), (Cn)
соответствуют классическим простым алгебрам sl(n + 1,C),
so(2n + 1,C), sp(n,C). Полный список простых (комплекс-
ных) алгебр Ли включает еще одну бесконечную серию Dn

(so(2n,C)) и пять исключительных алгебр E6, E7, E8, F4, G2.
Представляет интерес выяснить, какие из матриц Картана,
соответствующие указанным алгебрам, могут быть получены
из конечных цепочек инвариантов Лапласа (10.1) с помощью
некоторых редукций. Кроме указанных выше редукций для се-
рий (An), (Bn), (Cn), удается найти редукцию, дающую матри-

цу Картана
(

2 −1
−3 2

)
, соответствующую алгебре G2: для

этого возьмем конечную цепочку Лапласа, начинающуюся с
уравнения Мутара, т. е. симметричную относительно α = −1

2 с
условиями: h3 = h−4 = 0, h−1 = h0, h−2 = h1, h2 = h−3 = 1

2h0.
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Легко проверить, что эти условия совместимы с системой (10.3)
(n = 3, m = 4) и соответствующая редуцированная система
имеет вид: {

(lnh0)xy = h0 − h1,
(lnh1)xy = −3

2h0 + 2h1.
(10.10)

После замены h̄0 = 1
2h0 получаем систему с матрицей типа G2.

Использовавшаяся в [14] техника интегрирования систем
(10.8) с матрицами Картана простых алгебр Ли достаточно
сложна. Оказывается, полученные в XIX — начале XX вв. ре-
зультаты Дарбу, Мутара и Гурса дают простые методы полу-
чения явных формул решения для случаев матриц (An), (Bn),
(Cn). Последующие параграфы посвящены изложению этих ре-
зультатов.

Отметим далее, что подходящей редукцией исходной беско-
нечной системы (10.1) можно получать другие системы, также
интегрируемые, но намного более сложным образом. Напри-
мер, можно предположить, что цепочка инвариантов Лапласа
hi периодична с периодом N ∈ N: hi+N = hi. Так, при N = 2
получаем следующую конечномерную систему:{

(lnh0)xy = 2h0 − 2h1,
(lnh1)xy = 2h1 − 2h0.

(10.11)

Как очевидно, из нее вытекает соотношение (lnh0h1)xy = 0,
т. е. h0 · h1 = ϕ(x) · ψ(y). После соответствующей замены неза-
висимых переменных x̄ =

∫ √
ϕ(x) dx, ȳ =

∫ √
ψ(y) dy, как лег-

ко проверить, инварианты Лапласа перейдут в h̄i = hi√
ϕψ

, т. е.
h̄0h̄1 = 1. Из (10.11) видим, что u = ln(4h̄0) удовлетворяют
известному в теории солитонов аналогу интегрируемого урав-
нения sine-Gordon:

uxy =
eu − e−u

2
= shu.

Периодические цепочки преобразований Лапласа с периодами
n = 2, 3, 4, 6 активно изучались в теории сопряженных сетей
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координат на поверхностях евклидова пространства в клас-
сической дифференциальной геометрии (Darboux, Tzitzéica,
Demoulin, Rozet и др.).

Кроме условий периодичности, можно далее наложить так-
же условие симметрии. Например, при симметрии типа Мутара
(α = −1/2) и периоде N = 3 получаем систему 2-х уравнений
на инварианты h0 = h−1 = h2 = h3, и h1 = h−2:{

(lnh0)xy = h0 − h1,
(lnh1)xy = 2h1 − 2h0,

откуда (lnh2
0h1)xy = 0 и после соответствующей замены неза-

висимых переменных мы можем положить h̄1 = (h̄0)−2. Для
u = ln h̄0 имеем тем самым известное уравнение Цицейки
(Буллофа-Додда-Жибера-Шабата)

uxy = eu − e−2u.

Заметим далее, что в данном случае (и вообще всегда для пе-
риодических цепочек с симметрией типа Мутара и нечетном
N) одновременно имеется симметрия типа Гурса относительно
точки α = (N − 1)/2.

11. Метод Дарбу интегрирования серии An

Напомним, что данная серия интегрируемых систем с мат-
рицей Картана вида (An) (см. стр. 50) соответствует цепочкам
Лапласа (10.1) с условием конечности: hn = h−m = 0. Следова-
тельно, приведенные в § 5 формулы Дарбу для конечных в обе
стороны цепочек Лапласа должны дать общее решение нели-
нейной системы (10.3). Действительно, будем считать, что мы
задали произвольные наборы линейно независимых функций
βi(y) и линейно независимых функций Ci(x), i = 1, . . . ,m+n+1.
Формула (5.10) дает выражение для β = e−

R
bndx и, следова-

тельно, для bn(x, y) = −(lnβ)x — ненулевого коэффициента
уравнения vxy + bn(x, y)vy = 0, которое имеет общее решение
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вида (5.4). Это уравнение — конечное в цепочке Лапласа, т.к.
его инварианты равны hn = 0, kn = (bn)y. Как вытекает из рас-
смотрения цепочек Лапласа в § 5, проделав Y -преобразование
Лапласа (m + n − 1) раз, получим уравнение Лапласа с инва-
риантами h−m+1 6= 0, k−m+1 = 0, т.е. цепочка Лапласа будет
конечной. Обратно, как показано в § 5, все конечные цепочки
инвариантов Лапласа, т.е. решения (10.3), могут быть получе-
ны таким способом.

Найденные изложенным сейчас методом формулы для ин-
вариантов Лапласа, решающие задачу интегрирования экспо-
ненциальной системы (10.3), как очевидно, получаются при
больших m и n достаточно громоздкими. Дарбу предложил
также упрощенный метод, позволяющий выписывать конечные
цепочки (3.9) напрямую. Мы изложим этот метод в § 14.

12. Метод Мутара интегрирования серии
Cn

Основой данного метода служит наблюдение, сделанное
Мутаром [59]: если применить найденное им преобразование
к уравнению (M) с конечной цепочкой инвариантов Лапласа
(3.9) длины 2n (в силу симметрии типа Мутара цепочки число
ненулевых инвариантов в ней четно), то новое уравнение Мута-
ра будет, вообще говоря, иметь цепочку длины 2n+2; лишь при
специальном подборе преобразующей функции ω длина цепоч-
ки может остаться прежней или уменьшиться на 2.

В данном параграфе мы и изложим предложенный Мута-
ром метод, позволяющий рекуррентным образом найти явный
вид инвариантов Лапласа hi в конечной цепочке (10.1) с сим-
метрией типа Мутара, зависящий от 2n функций одного пе-
ременного, что соответствует на языке теории интегрируемых
экспоненциальных систем решениям систем с матрицей Кар-
тана типа (Cn). Однако, как отмечает Дарбу [34, § 396], Му-
тар не доказал, что его выражения дают абсолютно все ре-
шения поставленной задачи, ограничившись лишь доказатель-
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ством (на простом примере), что при общем выборе преобра-
зующей функции длина цепочки увеличивается (причем, как
ясно из построения, не более, чем на 2). Используя свой упро-
щенный метод, Дарбу предложил более простые рекуррентные
формулы для hi и доказал полноту метода Мутара (см. ниже
§ 14).

Итак, предположим, что для исходного уравнения (M) с ко-
эффициентом λ0 = λ(x, y) в цепочке (10.1) верно hn = h−n−1 =
0 и мы уже имеем явное выражение для λ0 и общего решения
u = L1(X)+L2(Y ), L1(X) = A0(x, y)X+A1(x, y)X ′+ . . .+X(n),
L2(Y ) = B0(x, y)Y +B1(x, y)Y ′ + . . .+ Y (n); Ai, Bi — фиксиро-
ванные (для фиксированного λ(x, y)), X(x), Y (y) — произволь-
ные функции соответствующих переменных. Отметим равен-
ство единице коэффициентов при старших производных X(n),
Y (n) — это легко проверить подстановкой в (M) и заменой (при
необходимости) функций X(x), Y (y).

После преобразования (8.1), (8.2) с преобразующей функ-
цией ω = L1(X̃) + L2(Ỹ ) получаем произвольное решение ϑ
(оно будет общим решением в силу обратимости преобразова-
ния Мутара, см. задачу 2). Наша цель — показать, что это
решение также будет выражаться линейно через две (другие)
произвольные функции X̂(x), Ŷ (y) и их производные до по-
рядка n + 1. Причем, что существенно, этот порядок в общем
случае нельзя уменьшить — это видно на примере. Эти фак-
ты и будут означать (в силу леммы 4.1), что преобразованное
уравнение Мутара будет, во-первых, иметь конечную цепочку
Лапласа и, во-вторых, ее длина в каждую сторону увеличится
на единицу.

Для простоты мы будем рассматривать решение ϕ, завися-
щее только от X(x). Для второй его части, зависящей от Y ,
можно применить аналогичное рассуждение.

Подставим ϕ в систему (8.2), определяющую преобразован-
ное решение ϑ:

−(ωϑ)x = ωX(n+1) +
(
ωAn−1 − ωx

)
︸ ︷︷ ︸

ω1

X(n) +
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+
(
ω(An−1)x + ωAn−2 − ωxAn−1

)
︸ ︷︷ ︸

ω2

X(n−1)+

+ . . .+
(
ω(An−k)x + ωAn−k−1 − ωxAn−k

)
︸ ︷︷ ︸

ωk+1

X(n−k) + . . .+

+
(
ω(A0)x − ωxA0

)
︸ ︷︷ ︸

ωn+1

X.

− (ωϑ)y = ωy︸︷︷︸
π1

X(n) +
(
ωyAn−1 − ω(An−1)y

)
︸ ︷︷ ︸

π2

X(n−1) + . . .+

+
(
ωyAn−k − ω(An−k)y

)
︸ ︷︷ ︸

πk+1

X(n−k) + . . .+
(
ωyA0 − ω(A0)y

)
︸ ︷︷ ︸

πn+1

X.

Дифференцируя первое из равенств по y, а второе — по x и
приравнивая результаты, находим следующие уравнения, свя-
зывающие ωi и πk: 

∂ω
∂y = π1,
∂ω1
∂y = ∂π1

∂x + π2,

. . .
∂ωn
∂y = ∂πn

∂x + πn+1,
∂ωn+1

∂y = ∂πn+1

∂x .

(12.1)

Поэтому πk+1 = (ωk)y−(πk)x = (ωk)y− ∂
∂x ((ωk−1)y − (πk−1)x) =

. . . = ∂
∂y

(
ωk − ∂

∂xωk−1 + ∂2

∂x2ωk−2 −+(−1)k ∂k

∂xkω
)

= ∂
∂yΩk, ∀k =

0, . . . , n, где мы обозначим Ωk = ωk − ∂
∂xωk−1 + ∂2

∂x2ωk−2 −
+(−1)k ∂k

∂xkω, Ω0 = ω. Из последнего уравнения системы (12.1)
получаем ∂

∂yΩn+1 = 0. Окончательно имеем следующую систе-
му соотношений на величины Ωi:
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
∂
∂yΩk = πk+1, k = 0, 1, . . . , n,

∂
∂yΩn+1 = 0.

Видим, что Ωn+1 не зависит от y и Ωk+(Ωk−1)x = ωk. Положим
τ = ωX(n) +Ω1X

(n−1) + . . .+ΩnX. Вычислим ∂
∂xτ = ωX(n+1) +(

∂ω
∂x + Ω1

)
X(n) +

(
∂Ω1
∂x + Ω2

)
X(n−1) + . . . +

(
∂Ωn−1

∂x + Ωn

)
X ′ +

∂Ωn
∂x X = ωX(n+1) +ω1X

(n) + . . .+ωkX
(n−k) + . . .+ωnX

′+ ∂Ωn
∂x X.

Аналогично ∂
∂y τ = π1X

(n) + . . . + πkX
(n−k) + . . . + πn+1X.

Отсюда получаем, что ∂(ωϑ+τ)
∂x = −Ωn+1X, ∂(ωϑ+τ)

∂y = 0, или
ωϑ + τ = −

∫ x
x0

Ωn+1X dx. Подставив сюда τ , выражаем ϑ =
−X(n) − Ω1

ω X
(n−1) − . . . − Ωn

ω X −
1
ω

∫
Ωn+1X dx. Поскольку

Ωn+1 не зависит от y,
∫

Ωn+1X dx есть произвольная функ-
ция переменной x и мы можем ввести новую произвольную
функцию вместо старой X: X̂(x) = −1

Ωn+1

∫ x
x0

Ωn+1X dx. Тогда

X = −X̂ ′−X̂(lnΩn+1)x, . . . , X(n) = −X̂(n+1)−X̂(n)(lnΩn+1)x−
. . . − X̂ ∂n

∂xn (lnΩn+1), откуда и получаем требуемое выражение
ϑ = X̂(n+1) + F1X̂

(n) + . . . + Fn+1X̂. Оно гарантирует, что це-
почка Лапласа (3.9) для преобразованного уравнения конечна
и имеет длину не более n+ 1 в каждую из сторон.

Задача 13. Докажите явным вычислением, что цепочка
Лапласа для уравнения uxy = n(n+1)

(x+y)2
u имеет длину ровно n в

каждую сторону, а при выборе частного решения ω = (x+y)n+1

это уравнение преобразовывается в uxy = (n+1)(n+2)
(x+y)2

u.
Из приведенной задачи и вытекает, что в общем случае це-

почка Лапласа действительно удлинняется.
Подведем итоги: стартуя с тривиального уравнения (M)

с нулевым потенциалом λ ≡ 0: uxy = 0 и общим решением
u = X(x) + Y (y), мы можем рекуррентно находить выражение
для потенциала λ(x, y) уравнения (M), имеющего конечную
цепочку преобразований Лапласа, вместе с общим решением
u(x, y) этого уравнения. В процессе вычислений нам не нужно
будет прибегать к квадратурам, все операции, хотя и трудо-
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емкие, потребуют лишь складывать, вычитать, умножать, де-
лить и дифференцировать и полностью алгоритмичны. Однако
так мы находим лишь два центральных инварианта Лапласа
h0 = k0 = h−1 в конечной цепочке (3.9). Остальные вычисля-
ются с использованием формулы (10.1).

Мутар приводит в качестве примера общее решение

u =
X ′

1

X ′ +
Y ′

1

Y ′ − 2
X1 + Y1

X + Y
(12.2)

для (M) с потенциалом λ = 2 X′Y ′

(X+Y )2
(h1 = h−2 = 0); соот-

ветственно отсюда он получает потенциалы с длиной цепочки
(3.9), равной 4, в нескольких различных формах:

λ =
(
X ′

1

X ′ +
Y ′

1

Y ′ − 2
X1 + Y1

X + Y

)
∂2

∂x∂y

[(
X ′

1

X ′ +
Y ′

1

Y ′ − 2
X1 + Y1

X + Y

)−1
]
,

λ = −2
∂2

∂x∂y
ln
((

X ′
1

X ′ +
Y ′

1

Y ′

)
(X + Y )− 2(X1 + Y1)

)
,

λ = −2
∂2

∂x∂y
ln
((

X ′
1

X ′ +
Y ′

1

Y ′

)
(X1 + Y1)− 2

X ′
1

X ′
Y ′

1

Y ′ (X + Y )
)
.

Здесь всюду X, X1 — две произвольные (независимые) функ-
ции от x; Y , Y1 — две произвольные функции от y.

Можно несколько упростить описанную рекуррентную про-
цедуру, если прибегнуть к «формуле кубов» (8.5). Она позволя-
ет найти общее выражение для решения ϑ′ уравнения Мутара,
возникающего на шаге (k+ 2) процесса, если нам известны об-
щие решения на шаге k (это ϑ, ω1 и ω2 на рис. 11) и шаге (k+1)
(это ϑ1, ϑ2, ω′1 и ω′2). Как показал Дарбу [34], можно получить
более явные формулы для решения задачи интегрирования си-
стем серии (Cn). Ниже в параграфах 13, 14 мы излагаем упро-
щенный метод Дарбу. В Заключении (§ 20) мы более подробно
обсудим другие возможные упрощения в рекуррентной проце-
дуре Мутара.
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13. Сопряженные обыкновенные диффе-
ренциальные операторы

Прежде чем изложить упрощенный метод Дарбу нахож-
дения общего решения экспоненциальных систем типа Cn,
приведем необходимые сведения из теории антисамосопря-
женных линейных обыкновенных дифференциальных опера-
торов (ЛОДО) нечетного порядка. Пусть L(u) = λn(x, y)u(n) +
λn−1(x, y)u(n−1) + . . . + λ1(x, y)u′ + λ0(x, y)u — ЛОДО. Тогда,
интегрируя по частям выражение

∫
vLu dx, получаем∫

vLu dx =
∫
uL∗v dx+B(u, v), (13.1)

где L∗v = (−1)n dn

dxn

(
λnv

)
+. . .− d

dx

(
λ1v
)
+λ0v = (−1)nλn dn

dxn v+

µn−1v
(n−1)+µ1v

′+µ0v — сопряженный к L оператор, а B(u, v) —
билинейное по u, v дифференциальное выражение порядка n−
1. Заметим, что (13.1) определяет билинейную форму B(u, v) с
точностью до прибавления постоянной. Чтобы зафиксировать
ее, положим B(0, 0) = 0.

Как известно, (L∗)∗ = L и, если мы знаем фундаменталь-
ный базис u1(x), u2(x), . . . , un(x) исходного уравнения Lu = 0,
то мы можем следующим образом получить фундаментальный
базис v1(x), v2(x), . . . , vn(x) решений сопряженного уравнения
L∗v = 0.

Пусть W =

∣∣∣∣∣∣∣
u1 u′1 . . . u

(n−1)
1

...
un u′n . . . u

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣ = Ai0ui + Ai1u
′
i + . . . +

Ai,n−1u
(n−1)
i = ϑi(ui) — разложение вронскиана по i-й строке.

ϑi(u) обращается в ноль при подстановке u = uj , j 6= i. Сле-
довательно, d

dx

(
1
W ϑi(u)

)
= 0 — линейное дифференциальное

уравнение порядка n, имеющее те же решения, что и исходное
Lu = 0, т.е. отличается от него лишь множителем:

vi =
Ai,n−1

λnW
(13.2)
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То есть viLu = d
dx

(
1
W ϑ(u)

)
есть полная производная и∫

viLudx = 1
W ϑi(u) при любом u. Сравнивая с (13.1), получаем,

что vi — решения сопряженного уравнения и 1
W ϑi(u) = B(u, vi);

в частности,
B(ui, vj) = δij . (13.3)

Из элементарных свойств миноров получаем также следующие
тождества 

v1u1 + . . .+ vnun = 0,
v1u

′
1 + . . .+ vnu

′
n = 0,

. . .

v1u
(n−1)
1 + . . .+ vnu

(n−1)
n = 1

λn
.

(13.4)

Продифференцировав их, далее имеем
v

(i)
1 u

(k)
1 + . . . +v(i)

n u
(k)
n = 0, i+ k < n− 1,

. . .

v
(i)
1 u

(k)
1 + . . . +v(i)

n u
(k)
n = (−1)i

λn
, i+ k = n− 1.

(13.5)

Задача 14. Показать, что частное решение неоднородного
уравнения Lu = f(x) имеет вид u =

∑
i ui
∫
vif dx.

Если нам известно некоторое решение u = α(x) уравнения
Lu = 0, мы можем понизить порядок этого уравнения на еди-
ницу заменой u = α ·

∫
ũ dx. В полученном уравнении на ũ

будут присутствовать только производные ũ до порядка n− 1.
Это означает, что мы можем представить исходный оператор в
виде Lu = L1

d
dx

(
u
α

)
, где L1 — оператор порядка n− 1. Продол-

жая по индукции, получим, что любой оператор может быть
записан в факторизованном виде

L =
1

αn+1
· d
dx
· 1
αn
· d
dx
· 1
αn−1

· · · 1
α2
· d
dx
· 1
α1
. (13.6)

Задача 15. Покажите, что соответствующий фундамен-
тальному базису u1 = α1, u2 = α1

∫
α2dx, . . . , un =
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α1

∫
α2 · · ·

∫
αndx . . . dx решений Lu = 0 сопряженный базис ре-

шений для L∗ = (−1)n 1
α1

d
dx

1
α2

d
dx · · ·

1
αn

d
dx

1
αn+1

задается форму-
лами

v1 = (−1)n−1αn+1

∫
αn
∫
αn−1 . . .

∫
α2dx . . . dx,

v2 = (−1)n−2αn+1

∫
αn
∫
αn−1 . . .

∫
α3dx . . . dx,

. . .
vn = αn+1.

(13.7)

Покажем, следуя Дарбу [34, § 374], что для антисамосопря-
женного оператора L = −L∗ нечетного порядка n = 2k − 1
мы можем выбрать αi в разложении (13.6) так, что α1 = αn+1,
α2 = αn, . . . , αk = αk+1. Из (13.1) видим, что для антисамосо-
пряженных операторов билинейная форма B(u, v) симметрич-
на.

Прежде всего отметим, что при k = 1 антисамосо-
пряженный оператор имеет вид L = λ(x) ddx + (λ(x))x

2 =√
(λ(x)) ddx

√
(λ(x)). Делая индукционный шаг, положим в

(13.1) v = u, получим в результате
∫
uLudx = 1

2B(u, u) = Φ(u).
Заметим, что Φ(u) является квадратичным интегралом поряд-
ка 2k − 2 исходного уравнения Lu = 0: на любом его решении
u он постоянен, Φ(u) = const. Из явного вида B(u, v) вытекает,
что Φ(u) = 1

2λn(x)uu
(2k−2) + Φ1(u), где Φ1(u) — квадратичный

полином от u, u′, . . . , u(2k−3). Поэтому, если мы возьмем реше-
ние α(x) уравнения Lu = 0, которое в некоторой точке x0 имеет
начальные данные Коши α(x0) = α′(x0) = . . . = α(2k−3)(x0) =
0, α(2k−2)(x0) 6= 0, то Lα = 0, Φ(α) = 0. Покажем, что выбран-
ное α1 = α и дает факторизацию

Lu =
1
α1

d

dx
L1

d

dx

1
α1
u, (13.8)

с антисамосопряженным оператором L1 порядка (2k− 3). Дей-
ствительно,

∫
αL(αu) dx = 1

2B(αu, α) = L̃u ⇐⇒ L(αu) =
1
α
d
dx L̃u. Но при u ≡ 1, L̃(1) = Φ(α) = 0, т.е. L̃ = L1

d
dx , откуда и

вытекает (13.8).
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По индукции мы получаем, что любой антисамосопряжен-
ный оператор представляется в виде

L =
1
α1
· d
dx
· 1
α2
· d
dx
· · · 1

αk
· d
dx
· 1
αk
· d
dx
· · · 1

α2
· d
dx
· 1
α1

. (13.9)

Как вытекает из задачи 15 и соотношений (13.4), соответству-
ющая этому разложению фундаментальная система решений
u1, u2, . . . , u2k−1 удовлетворяет квадратичным соотношениям

Ψ(u1, u2, . . . , u2k−1) =

= u2
k − 2uk−1uk+1 + 2uk−2uk+2 − . . .+ (−1)k−1 · 2u1u2k−1 = 0,

(13.10)
Ψ(u′1, u

′
2, . . . , u

′
2k−1) = 0, . . . , Ψ(u(k−2)

1 , u
(k−2)
2 , . . . , u

(k−2)
2k−1 ) = 0,

Ψ(u(k−1)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u

(k−1)
2k−1 ) = 1

λ2k−1
= α2

1α
2
2 · · ·α2

k. Заметим,
что, изменив данную фундаментальную систему решений на
любую другую, получаем, что между базисными решениями
всегда существуют квадратичные соотношения с постоянными
коэффициентами Ψ =

∑
i,j ψiju

(l)
i u

(m)
j = 0, l+m = 0, 1, . . . , 2k−

3, Ψ =
∑

i,j ψiju
(l)
i u

(m)
j = α2

1α
2
2 · · ·α2

k, l +m = 2k − 2.
Основываясь на (13.9), Дарбу показывает, как можно ре-

курсивно выписать общее выражение для коэффициентов ан-
тисамосопряженных операторов нечетного порядка вместе с их
фундаментальными семействами решений, избегая квадратур.

Для уравнений первого порядка Lu = 1
α1

d
dx

(
1
α1
u
)

= 0 ответ
очевиден: u1 = α1(x). Уравнение третьего порядка

Lu =
1
α1

d

dx

1
α2

d

dx

1
α2

d

dx

u

α1
= 0 (13.11)

подходящей заменой независимой переменной x = β(x), β′ =

α2, 1
α2

d
dx = d

dx , приводится к виду α2 ·
1
γ

d3

dx3

(
u

γ

)
= 0 с базисом

решений u1 = γ, u2 = γx, u3 = γx2, γ(x) = α1(x). Обратной
заменой окончательно получаем u1 = α1(x), u2 = α1(x)β(x),
u3 = α1(x)β2(x) и α2 = β′.
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Положим, что мы построили явные выражения для фунда-
ментальной системы решений u1, u2, . . . , u2n−1 и коэффициен-
тов антисамосопряженного уравнения Lu = 0 порядка 2n − 1,
включающие n произвольных функций одного переменного и
их производные и не содержащие квадратур. Основываясь на
формуле (13.9), мы можем найти базис решений общего анти-
самосопряженного уравнения порядка 2n+ 1

1
γ

d

dx

{
1
δ
L2n−1

(
1
δ

d

dx

1
γ
u

)}
= 0 : (13.12)

U1 = γ, U2 = γ
∫
u1δ dx, . . . , U2n = γ

∫
u2n−1δ dx, U2n+1 =

γ
∫
βL2n−1(β) dx, где β(x) — новая неизвестная функция, вве-

денная вместо δ: δ = L2n−1(β), а самый левый и правый
множители в разложении (13.9) для оператора L2n−1 рав-
ны 1. Поскольку

∫
βL2n−1(β) dx = Φ(β) и

∫
uiL2n−1(β) dx =

−
∫
β L2n−1(ui)︸ ︷︷ ︸

=0

dx + B(ui, β) = B(ui, β) не содержат квадра-

тур, мы получили требуемое выражение для общего антисамо-
сопряженного оператора порядка 2n+ 1 и его решений, не со-
держащее квадратур. Заметим, что L2n−1 в (13.12) имеет фун-
даментальную систему решений u1, . . . , u2n−1 с u1 ≡ 1, поэто-
му коэффициенты и полная система решений L2n+1 зависят от
n−1 произвольных функций, задающих оператор L2n−1 и двух
новых произвольных функций γ(x), β(x), при этом выбором
γ = U1 ≡ 1 мы можем положить самый левый и правый мно-
жители в разложении (13.9) для оператора L2n+1 равными 1 —
это, как очевидно, будет необходимо на следующем индукци-
онном шагу.

Отметим, что, если исходные ui удовлетворяли квадратич-
ным соотношениям B(ui, uj) = 0 при i+ j < 2n, B(ui, u2n−i) =
(−1)i−1, то построенные U1, . . . , U2n+1 удовлетворяют анало-
гичным соотношениям и квадратичному соотношению Ψ =
U2
n+1 − 2UnUn+2 + . . .+ (−1)n · 2U1U2n+1 = 0. Это будет важно

для метода Дарбу интегрирования серии Cn.
Дарбу не разбирает аналогичный случай самосопряженно-

го оператора (четного порядка). Мы покажем, как перенести
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некоторые из вышеизложенных результатов на самосопряжен-
ный случай.

Лемма 13.1. (Дарбу, [34, § 377]) Любой самосопряженный
оператор порядка 2n представим в виде

L=
dn

dxn
an(x)

dn

dxn
+
dn−1

dxn−1
an−1(x)

dn−1

dxn−1
+. . .+

d

dx
a1(x)

d

dx
+a0(x).

(13.13)

Доказательство. Для операторов порядка 0 это очевидно.
Далее делаем индукционный шаг: если L = A(x) d

2n

dx2n + . . . —
оператор порядка 2n, то оператор L − dn

dxnA(x) d
n

dxn , очевидно,
самосопряжен и имеет ме́ньший порядок, поэтому по предпо-
ложению индукции, представим в требуемом виде.

Лемма 13.2. Любой самосопряженный оператор порядка 2n
представим в симметричном факторизованном виде

L =
1
α1

d

dx

1
α2

d

dx
· · · 1

αn

d

dx

1
αn+1

d

dx

1
αn

d

dx
· · · 1

α2

d

dx

1
α1

. (13.14)

Доказательство. Данный случай даже проще, чем антиса-
мосопряженный: достаточно выбрать α1 = u — любое решение
соответствующего уравнения Lu = 0; для самосопряженного
оператора L1 = α1 · L · α1 в представлении (13.13) отсутствует
последнее слагаемое, поскольку L1(1) = 0, откуда, очевидно,
L1 = d

dx · L2n−2 · ddx .
Для самосопряженного оператора второго порядка Lu =

1
α1

d
dx

1
α2

d
dx

u
α1

можно найти параметрическое представление его
коэффициентов и фундаментальной системы решений, завися-
щее от 2 произвольных функций одного переменного и свобод-
ное от квадратур: воспользуемся такой же заменой переменной,
что и в случае антисамосопряженных операторов 3-го поряд-
ка (стр. 62), получив u1 = α1(x), u2 = α1(x)β(x), α2 = β′, где
α1(x), β(x) — две произвольные функции одного переменного.

Задача 16. Покажите, что условие обращения в ноль ко-
эффициента c1(x) при d

dx в стандартном разложении оператора
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второго порядка L = c2(x) d
2

dx2 + c1(x) ddx + c0(x) для вышеприве-
денной параметризации самосопряженных операторов второ-
го порядка приводит к следующему интересному параметри-
ческому представлению стационарного одномерного оператора
Шредингера вместе с его фундаментальным базисом решений:

d2

dx2
+ V (x) =

d2

dx2
+

2β′β′′′ − 3(β′′)2

4(β′)2
, u1 =

1√
β′
, u2 =

β√
β′
,

где β(x) — произвольная функция, α1 = u1 = 1√
β′

, α2 = β′.
Задача 17. Выведите аналогичное параметрической пред-

ставление для операторов четвертого порядка.
Указание. Заменой независимой переменной приведите

оператор к виду 1
γ
d2

dx2
1
β
d2

dx2
u
γ , его фундаментальная система

может быть задана следующим образом: u1 = γ, u2 = γx,
u3 = γ

∫ ( ∫
β dx

)
dx, u4 = γ

∫ ( ∫
xβ dx

)
dx; вводя новую произ-

вольную функцию вместо β: β = ϕ′′′, избавьтесь от квадратур
и сделайте обратную замену независимой переменной.

Для самосопряженных операторов более высокого порядка
аналогичные (но намного более сложные) формулы без квад-
ратур будут получены в § 16.

14. Упрощенный метод Дарбу интегриро-
вания серий An и Cn; полнота решений,
полученных методом Мутара

Как отмечает Дарбу [34, гл. 6], можно выписать выражения
для инвариантов Лапласа всех уравнений конечной цепочки в
простой явной форме. Именно, введем величины

H0 = β(x, y) = x1(x)y1(y) + . . .+ xM (x)yM (y),
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H1 =

∥∥∥∥∥∥∥
β ∂β

∂x

∂β
∂y

∂2β
∂x∂y

∥∥∥∥∥∥∥ , · · · ,Hp =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β ∂β
∂x . . . ∂pβ

∂xp

∂β
∂y

∂2β
∂x∂y . . . ∂p+1β

∂xp∂y

∂pβ
∂yp . . . . . . ∂2pβ

∂xp∂yp

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

(14.1)
Тогда, как показано Дарбу [34, § 378], инварианты Лапласа
для построенной в § 3 цепочки уравнений (Ek) равны hk−i =
−∂2 lnHi−1

∂x ∂y , hk = 0. Так получаются все конечные в одну сторо-
ну цепочки, если выбрать произвольную функцию β(x, y) двух
переменных.

Задача 18. Докажите эти утверждения, используя соотно-
шение

Hi−1Hi+1 = Hi
∂2Hi

∂x ∂y
− ∂Hi

∂x

∂Hi

∂y
= H2

i

∂2 lnHi

∂x ∂y
. (14.2)

Теперь условие конечности цепочки k−m ≡ h−m−1 = 0 при-
обретает вид ∂2 lnHk+m

∂x ∂y = 0, или, в силу (14.2), HM = 0
(M = m + k + 1), что означает равенство нулю вронскиана
по переменной x, составленного из функций β, ∂β

∂y , . . . , ∂Mβ
∂yM ,

т.е. наличие линейного соотношения между ними с коэффици-
ентами, зависящими только от y. Тем самым мы вновь вывели
уравнение (5.9), выражающее тот факт, что β представляется
в виде (14.1). Тем самым (14.1) дает простую общую формулу
для нахождения решения экспоненциальной системы с матри-
цей (An), n = M − 1 = m + k. Отметим, что количество неза-
висимых функций одного переменного в полученном решении
системы (10.3) сM−1 = m+k уравнениями равно 2(M−1): вы-
неся множитель x1(x)y1(y) из β, в силу (ln(x1(x)y1(y)))xy = 0
мы можем выбрать β = 1 + x̃2(x)ỹ2(y) + . . . + x̃M (x)ỹM (y),
x̃i = xi/x1, ỹi = yi/y1.

Покажем теперь, что, начиная построение той же конечной
цепочки (3.8) с противоположного конца (E−m), (E−m+1), . . . ,
мы можем использовать те же самые формулы, заменив в них
местами x ←→ y и функции xs(x) на сопряженный им базис
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vi(x), а ys(y) — на сопряженный базис wi(y) (см. § 13), т.е.
выбрав вместо β =

∑
xiyi функцию α =

∑
viwi.

Действительно, величины K0 = α, K1 =

∥∥∥∥∥ α ∂α
∂x

∂α
∂y

∂2α
∂x∂y

∥∥∥∥∥, . . . ,

построенные по формулам (14.1), удовлетворяют соотношени-
ям ∂2 lnKi

∂x∂y = ∂2 lnHM−i−2

∂x∂y , что гарантирует совпадение инвари-
антов Лапласа цепочек, построенных по α, β.

Задача 19. Докажите это соотношение.
Метод Дарбу интегрирования серии Cn основан на замеча-

нии, что в случае конечной цепочки с симметрией типа Мута-
ра мы можем положить, что выражения β и «сопряженное»
α совпадают. Действительно, для симметрии цепочки в си-
лу наличия рекуррентных соотношений для hi необходимо и
достаточно совпадения крайних ненулевых инвариантов Ла-
пласа k−m+1 = h−m = −∂2 lnα

∂x∂y = hk−1 = −∂2 lnβ
∂x∂y , откуда

α = β · ϕ(x) · ψ(y). Домножением линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, которым удовлетворяют xi(x)
и yi(y), на ϕ(x), ψ(y) соответственно, легко добиться, чтобы
α ≡ β.

Тем самым вопрос сводится к построению таких обыкно-
венных дифференциальных уравнений

Lx(u) = λM (x)
∂M

∂xM
u+ . . .+ λ1(x)

∂

∂x
u+ λ0(x)u = 0,

Ly(z) = µM (y)
∂M

∂yM
z + . . .+ µ1(y)

∂

∂y
z + µ0(y)z = 0,

M = m+k+1, что для некоторой фундаментальной системы ре-
шений xi(x) первого уравнения и некоторой фундаментальной
системы решений yi(y) второго уравнения и соответствующих
им сопряженных базисов vi(x), wi(y) — решений сопряженных
уравнений — выполнялось соотношение

x1(x)y1(y)+. . .+xM (x)yM (y)=v1(x)w1(y)+. . .+vM (x)wM (y).
(14.3)
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Лемма 14.1. (Дарбу) Для выполнения равенства (14.3) в
случае нечетного M необходимо и достаточно, чтобы опе-
раторы Lx и Ly были антисамосопряженными, а канониче-
ские квадратичные соотношения (13.10) для xi(x) совпадали
(в смысле совпадения коэффициентов) с такими же соотно-
шениями для wi(y).

Замечание. Последнее условие удовлетворяется, если выбрать
базис xi(x) произвольным, а yi(y) — подобрать, совершив под-
ходящую линейную замену фундаментального базиса.

Доказательство. Продифференцировав соотношение
(14.3) по y до порядка M − 1 и подставив произвольное
значение аргумента y = y0, видим в силу невырожденности
вронскиана решений yi(y) и wi(y), что пространства решений
{xi} оператора Lx и {vi} оператора L∗x совпадают. Аналогичное
рассуждение для Ly доказывает первую часть утверждения
леммы. Пусть теперь Ψ(x1, . . . , xM ) =

∑
ψijxixj — канониче-

ская квадратичная форма с постоянными коэффициентами
(13.10); она позволяет выразить сопряженный базис vi = 1

2
∂Ψ
∂xi

.
Пусть также Θ(w1, . . . , wM ) =

∑
θijwiwj — аналогичная

каноническая форма для wi, yi = 1
2
∂Θ
∂wi

. Подставляя эти
выражения в (14.3), имеем x1(x) ∂Θ

∂w1
+ . . . + xM (x) ∂Θ

∂wM
=∑

θijwixj = w1(y) ∂Ψ
∂x1

+ . . . + wM (y) ∂Ψ
∂xM

=
∑
ψijwixj . Отсюда

получаем совпадение коэффициентов ψij , θij : в противном
случае, подставив в полученное равенство y = y0, придем к
линейному соотношению между xi. Это и доказывает вторую
часть утверждения леммы.

Поскольку, как показано в § 13, мы можем индуктивно
построить полное семейство антисамосопряженных операто-
ров произвольного нечетного порядка M , параметризованное[
M
2 + 1

]
функциями одного переменного, вместе с базисом их

решений (удовлетворяющим каноническим квадратичным со-
отношениям (13.10)), избегая квадратур, формулы (14.1) дают
нам полное решение задачи о нахождении конечных цепочек
Лапласа с симметрией типа Мутара.
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Задача 20. Построить методом Дарбу полное решение экс-
поненциальных систем с матрицами (C2), (C3). Сколько неза-
висимых функций одного переменного оно включает? Проверь-
те, что системы с матрицами (C2) и (B2) эквивалентны. Ис-
пользуя редукцию C3 7−→ G2 (стр. 51), попытайтесь проинте-
грировать систему (10.10) с матрицей Картана G2.

Задача 21. Доказать ([34, § 389]), что для конечных цепо-
чек Мутара длины M+1 = 2n определитель Hn−2 есть полный
квадрат.

Покажем теперь ([34, § 396]), используя результаты § 13, что
метод Мутара, описанный в § 12, действительно дает полное ре-
шение задачи нахождения конечных цепочек Лапласа, имею-
щих симметрии типа Мутара. Для этого достаточно доказать (в
силу обратимости преобразования Мутара), что, подбирая под-
ходящее ω(x, y), определяющее преобразование Мутара, можно
не только перейти от цепочки длины M к цепочке длины M+2,
но и всегда возможно перейти к цепочке длины M − 2. Про-
анализируем для этого подробнее процедуру преобразования
Мутара. Пусть z = A1(x, y)X+A2(x, y)X ′+ . . .+Ak(x, y)X(k) +
B1(x, y)Y + B2(x, y)Y ′ + . . . + Bk(x, y)Y (k) = L1(X) + L2(Y ) —
полное решение уравнения Мутара с длиной цепочки 2k. Вве-
дем соответствующие билинейные формы vL1(u) − uL∗1(v) =
∂
∂xB1(u, v), vL2(u) − uL∗2(v) = ∂

∂yB2(u, v). Пусть преобразова-
ние Мутара определяется функцией ω(x, y) = L1(X̃) + L2(Ỹ ) с
некоторыми конкретными X̃(x), Ỹ (y). Общее решение ϑ(x, y)
преобразованного уравнения Мутара находится в виде суммы
ϑ = ϑ1 + ϑ2, ωϑ1 =

−
∫ [(

ω
∂L1(X)
∂x

− L1(X)
∂ω

∂x

)
dx−

(
ω
∂L1(X)
∂y

− L1(X)
∂ω

∂y

)
dy

]
и аналогичного выражения для ωϑ2 с заменой L1(X) на L2(Y );
X(x), Y (y) — произвольные функции одного переменного. На-
писанный здесь интеграл следует понимать либо как интеграл
от замкнутой дифференциальной формы по любому пути γ,
соединяющему начальную точку A0(x0, y0) с конечной точкой
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A1(x, y), либо как сумму интеграла по dx от A0 до B и инте-
грала по dy от B до A1 (см. рис. 14). Интегрируя по частям,
получаем

ωϑ1 = −ωL1(X)
∣∣∣A1

A0

+ 2B1

(
X,

∂ω

∂x

)∣∣∣A1

A0

+

+2
∫ A1

A0

{
X L∗1

(
∂ω

∂x

)
︸ ︷︷ ︸

P

dx+
[
ω
∂L1(X)
∂y

− ∂

∂y
B1

(
X,

∂ω

∂x

)]
︸ ︷︷ ︸

Q

dy

}
.

(14.4)

На самом деле второе слагаемое Q

Рис. 14

под знаком интеграла тождественно
равно 0: записывая условия совмест-
ности ∂P

∂y = ∂Q
∂x и собирая коэффи-

циенты при X ′, X ′′, . . . , получаем,
что все коэффициенты при X, X ′,
X ′′, . . . , в Q должны обращаться в ноль. Также видим, что
P = X L∗1

(
∂ω
∂x

)
зависит лишь от переменной x. Окончательно

получаем:

ωϑ1 = −ωL1(X) + 2B1

(
X,

∂ω

∂x

)
+ 2

∫
X L∗1

(
∂ω

∂x

)
dx. (14.5)

Очевидно, L∗1
(
∂ω
∂x

)
= L∗1

(
∂
∂xL1(X̃)

)
+ L∗1

(
∂
∂xL2(Ỹ )

)
не за-

висит от y при любом Ỹ (мы фиксировали X̃ и Ỹ , но все
рассуждения верны при любых X̃, Ỹ ), если и только если
L∗1

(
∂
∂xL2(Ỹ )

)
≡ 0. Аналогично L∗2

(
∂
∂xL1(X̃)

)
≡ 0. Обозна-

чим для краткости антисамосопряженные операторы Φ1(X̃) ≡
L∗1
(
∂ω
∂x

)
= L∗1

(
∂
∂xL2(X̃)

)
, Φ2(Ỹ ) ≡ L∗2

(
∂ω
∂y

)
= L∗2

(
∂
∂yL1(Ỹ )

)
.

Коэффициенты этих операторов, как отмечалось выше, зави-
сят лишь от соответствующих переменных x и y. Как пока-
зывает Дарбу, для того, чтобы в результате преобразования
Мутара длина цепочки Лапласа уменьшилась, достаточно вы-
брать X̃ и Ỹ — решения уравнений Φ1(X̃) = 0, Φ2(Ỹ ) = 0
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с одним дополнительным условием. Прежде всего, поскольку
ω = L1(X̃)+L2(Ỹ ) = A1(x, y)X̃+. . .+Ak(x, y)X̃(k)+B1(x, y)Ỹ +
. . .+Bk(x, y)Ỹ (k) =

= γ(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X̃ X̃ ′ . . . X̃(k) Ỹ Ỹ ′ . . . Ỹ (k)

x1 x′1 . . . x
(k)
1 y1 y′1 . . . y

(k)
1

x2 x′2 . . . x
(k)
2 y2 y′2 . . . y

(k)
2

...
...

...
...

...
...

...
...

x2k+1 x
′
2k+1 . . . x

(k)
2k+1 y2k+1 y

′
2k+1 . . . y

(k)
2k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
в силу (5.14), то ω = 0, если выбрать X̃ = xi, Ỹ = yi. Отсюда
Φ1(xi) ≡ L∗1

(
∂ω
∂x

)
= 0, Φ2(yi) ≡ L∗2

(
∂ω
∂y

)
= 0. Следовательно, ω

не изменится, если мы одновременно заменим X̃ 7−→ X̃−λ1x1−
. . .−λ2k−1x2k−1, Ỹ 7−→ Ỹ−λ1y1−. . .−λ2k−1y2k−1, λi = const. Т.к.
yi — линейно независимы, они образуют фундаментальный ба-
зис решений уравнений Φ2(Ỹ ) = 0 и мы можем считать, что при
подходящем выборе λi, Ỹ = 0. Подставив в выражение (14.5)
полученное X = X̃ (т.е. ϕ = ω в (8.2)), мы должны получить
ωϑ = const (очевидное свойство преобразования Мутара), т.е.

(L1(X̃))2 − 2B1

(
X̃,

∂

∂x
L1(X̃)

)
︸ ︷︷ ︸

2Ψ1

−2
∫
X̃ Φ1(X̃)dx = const при лю-

бом X̃, что означает, что Ψ1 = 1
2L1(X̃)2−B1

(
X̃, ∂∂xL1(X̃)

)
есть

соответствующая оператору Φ1 квадратичная форма-интеграл
(см. § 13). Выберем теперь X̃ — решение Φ1(X̃) = 0, зану-
ляющее этот квадратичный интеграл: Ψ1(X̃) = 0. Возмож-
ность этого выбора была обоснована в § 13. Тогда ϑ1 =
− 1
ω

[
L1(X)L1(X̃)−B1

(
X, ∂∂xL1(X̃)

)]
= N(X) зануляется при

X = X̃. т.е. N(X) = N1
∂
∂x

(
X
/
X̃
)
, N1 — оператор порядка

k−1. Введя новую произвольную функциюX1(x) = ∂
∂x

(
X
/
X̃
)
,

получаем, что ϑ1 = α1(x, y)X1 + . . .+αk−1(x, y)X
(k−1)
1 , т.е. пре-

образование Мутара, построенное с выбранными таким обра-
зом X̃, Ỹ = 0, имеет длину цепочки Лапласа на единицу мень-
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ше в одну из сторон, а следовательно, в силу симметрии, и во
вторую сторону, что и требовалось доказать.

15. Интегрирование серии Bn с помощью
преобразований Гурса

Покажем вначале, что преобразование Гурса (9.2) перево-
дит уравнение Гурса с конечной цепочкой (3.9) длины 2n − 1
в уравнение с цепочкой длины не более 2n + 1. Как и для
уравнения Мутара, полагаем z = L1(X) + L2(Y ), L1(X) =
A0(x, y)X + A1(x, y)X ′ + . . . + X(n), L2(Y ) = B0(x, y)Y +
B1(x, y)Y ′ + . . .+Bn−1(x, y)Y (n−1) — общее решение (GL); для
простоты мы вновь возьмем Y ≡ 0 для «преобразуемого» ре-
шения ϑ2 — мы можем это делать в силу линейности (9.2) по
z =

√
(ϑ2)x . Коэффициент при X(n) в нашей формуле мы по-

ложили равным единице — если предположить, что он нетри-
виален, из (GL) видим, что он обязан не зависеть от y и может
быть убран заменой произвольной функции X. Для бо́льшего
сходства со случаем Мутара будем также обозначать ϑ1 = ω,
ϑ2 = ϕ, z =

√
ϕx. Тогда из (9.2)(

ωẑ
√
ωx

)
x

=ω
(

z
√
ωx

)
x

=
ω
√
ωx
X(n+1)+

(
ωAn−1√

ωx
− ωωxx

2ωx
√
ωx

)
X(n)+

+. . .+ω
(
A0 + (A1)x√

ωx
− A1ωxx

2ωx
√
ωx

)
X ′+

(
(A0)xω√

ωx
− A0ωωxx

2ωx
√
ωx

)
X =

= ω0X
(n+1) + ω1X

(n) + ω2X
(n−1) + . . .+ ωn+1X,

∂

∂y

(
ωẑ
√
ωx

)
= π1X

(n) + π2X
(n−1) + . . .+ πn+1X.

Дальнейшее полностью повторяет ход рассуждений в § 12: пе-
рекрестно дифференцируем две полученные выше формулы,
приходя к такой же системе (12.1) на ωi, πk, вводим величины
Ωs и τ = ω0X

(n) + Ω1X
(n−1) + . . . + ΩnX; из полученных со-

отношений следует ∂
∂x

(
ωbz√
ωx
− τ
)

= Ωn+1X, ∂
∂y

(
ωbz√
ωx
− τ
)

= 0,
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ωbz√
ωx
− τ =

∫ x
x0

Ωn+1X dx, вводя новую произвольную функцию

X̂(x) = 1
Ωn+1

∫ x
x0

Ωn+1X dx, получаем требуемое ẑ = X̂(n+1) +

F1X̂
(n) + . . .+ Fn+1X̂.

Из леммы 4.1 теперь вытекает конечность цепочки Лапласа
преобразованного уравнения Гурса в одну сторону; из симмет-
рии цепочки автоматически следует ее конечность в другую
сторону.

Тот факт, что удлиннение действительно происходит в слу-
чае общего положения, вытекает из следующей задачи.

Задача 22. Покажите, что уравнение (GL) с λ = n2

(x+y)2

имеет конечную цепочку инвариантов Лапласа длины 2n − 1.
Частное решение ϑ = (x+y)2n+1

2n+1 переводит его в уравнение Гурса

с λ = (n+1)2

(x+y)2
.

Для доказательства полноты семейства получаемых реше-
ний вновь необходимо так подобрать преобразующую функцию
ω, чтобы фактическая длина цепочки уменьшилась на 1 в каж-
дую сторону. Как и на стр. 69–71, вычисляем

ωẑ1√
ωx

=
∫ {

ω
∂

∂x

(
L1(X)
√
ωx

)
dx−

ω3
(

1
ω

)
xy

ωxy

∂

∂y

(
L1(X)
√
ωx

)
dy

}
=

=
∫ {

ω
∂

∂x

(
L1(X)
√
ωx

)
dx+

(
ω −
√
ωxωy√
λ

)
∂

∂y

(
L1(X)
√
ωx

)
dy

}
=

= ω
L1(X)
√
ωx

∣∣∣A1

A0

−B1(X,
√
ωx)
∣∣∣A1

A0

−
∫ {

[XL∗1(
√
ωx)] dx−

−
[
ωy√
ωx
L1(X)− ∂

∂y
B1(X,

√
ωx) +

√
ωxωy√
λ

∂

∂y

(
L1(X)
√
ωx

)]
dy

}
.

Вновь по тем же соображениям второе слагаемое под знаком
интеграла тождественно обращается в 0, а первое не зависит
от y;
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ωẑ1√
ωx

=
ω
√
ωx
L1(X)−B1(X,L1(X̃))−

∫
X
[
L∗1(L1(X̃))

]︸ ︷︷ ︸
Φ1( eX)

dx,

если мы вновь выберем Ỹ = 0 в определении
√
ωx = L1(X̃) +

L2(Ỹ ). Из определения (9.2) преобразования Гурса, как и в слу-
чае преобразования Мутара, вытекает, что ωbz1√

ωx
= const, если

мы выберем X = X̃, Y = Ỹ = 0; если вдобавок мы предполо-
жим, что Φ1(X̃) = 0, то

ωẑ1√
ωx

=
ω
√
ωx
L1(X̃)−B1(X̃, L1(X̃)) = ω−B1(X̃, L1(X̃)) = const.

Но при задании
√
ωx = L1(X̃) необходима еще одна квадра-

тура для нахождения само́й ω (см. (9.3)), причем констан-
та интегрирования аддитивна. Мы можем ее выбрать таким
образом, чтобы ω − B1(X̃, L1(X̃)) = 0. Это будет означать,
что линейный дифференциальный оператор порядка n от X,
N(X) = ω√

ωx
L1(X) − B1(L1(X̃), X) зануляется при выборе

X = X̃, поэтому после изменения X на X1(x) = ∂
∂x

(
X
/
X̃
)
,

получаем, что ẑ = α1(x, y)X1 + . . .+ αn−1(x, y)X
(n−1)
1 , т.е. пре-

образованное линейное уравнение Гурса имеет длину цепочки
Лапласа по крайней мере на единицу меньше в одну из сторон
(на самом деле из уже доказанного и обратимости преобразо-
вания Гурса вытекает, что уменьшение не может быть больше,
чем на 1) — и, в силу симметрии цепочки Лапласа уравнения
Гурса, во вторую сторону, что и требовалось доказать.

Отметим, что справедлив также следующий аналог лем-
мы 14.1:

Лемма 15.1. Для выполнения равенства (14.3), гарантирую-
щего требуемую симметрию цепочки Лапласа, в случае чет-
ного M = 2n необходимо и достаточно, чтобы операторы Lx
и Ly были самосопряженными; фундаментальные базисы xi(x)
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и yi(y) при этом могут всегда быть подобраны неким согла-
сованным образом.

Доказательство. Как и в случае нечетного M , доказываем,
что Lx и Ly — самосопряженные. Чтобы согласовать базисы
xi(x) и yi(y) и добиться выполнения (14.3), представим Lx и
Ly в виде (13.14) и выберем соответствующие этим факториза-
циям базисы (задача 15, стр. 60). Тогда v2n = x1, v2n−1 = −x2,
. . . , v2 = x2n−1, v1 = −x2n, аналогично для wi и yk. Отсюда
легко получим

∑
xiyi =

∑
viwi.

Используя теперь представление фундаментальных базисов
самосопряженных операторов (конец § 13) и общую формулу
Дарбу (14.1), мы можем получить явное решение для серии
Bn, не используя преобразования Гурса. Однако оно включа-
ет (вложенные) квадратуры, начиная с системы (B3), соответ-
ствующей M = 6, т.е. самосопряженным операторам 6-го по-
рядка. Тот факт, что решения систем с матрицами (B1), (B2)
(соответствующих операторам порядка 2 и 4) не включают
квадратур, объяснить просто [2]: соответствующие алгебры Ли
изоморфны: B1 ∼ C1 ∼ A1, B2 ∼ C2.

Подведем промежуточный итог нашего рассмотрения серии
Bn экспоненциальных систем: в теоретической части оно ока-
залось фактически немногим сложнее, чем в случае Мутара
(§§ 12, 14). Однако здесь имеется существенная трудность в
алгоритмической части: если мы будем пользоваться форму-
лами (9.2), (9.3) Гурса, описанным выше способом мы полу-
чаем лишь явные выражения (без дополнительной квадрату-

ры) для ẑ =
√
ϑ̂x — общего решения преобразованного ли-

нейного уравнения Гурса (GL), в то время как для нахожде-
ния λ̂ = λ1 − (ln ϑ̂)xy и выполнения преобразования Гурса на
следующем шагу необходимо знать соответствующее решение
ϑ̂ нелинейного уравнения (GN ), что требует квадратуры (см.
(9.3)). Можно было бы использовать явные выражения (9.4),
(9.7) без квадратур, если бы мы знали соответствующие ре-
шения ϑ̂i на предыдущем шаге, согласованные с полученным ẑ
формулами (9.2). Более того, используя теорему 9.3 (о комму-
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тативности кубической диаграммы рис. 4), можно напрямую
находить требуемое решение (GN ) на k-м шагу, избегая вычис-
ления ẑ, если нам известны (согласованные с искомым χ диа-
граммой рис. 4) решения на предыдущих двух шагах. Однако
как раз на первых двух шагах (начиная с тривиального потен-
циала λ = 0 в (GN ) или λ = X′Y ′

(X+Y )2
) это согласование без квад-

ратур описанным выше способом сделать не удается. Поэтому
применение теоремы 9.3 позволяет лишь алгебраически выра-
жать все решения экспоненциальной системы Bn через реше-
ния уравнения Гурса (GN ) (с конечной цепочкой Лапласа его
линейного аналога (GL)), получаемые рекуррентно формулой
из теоремы 9.3. Уровень вложенности квадратур при этом не
возрастает. В следующем параграфе мы показываем, как, ис-
пользуя упрощенные формулы Драша (9.9)–(9.11) и некоторые
общие результаты Г. Монжа и Э. Гурса, получить в принципе
бесквадратурное общее решение систем серии (Bn).

16. Алгоритм Гурса решения проблемы
Монжа и его применение к интегриро-
ванию серии Bn

Стартуя с тривиального уравнения Гурса (GN ) ϑxy = 0
и последовательно применив несколько преобразований Гурса,
можно получить любую конечную цепочку (3.9) с симметрией
типа Гурса. Доказательство изложено в предыдущем парагра-
фе.

Здесь мы даем два метода получения бесквадратурных
формул для конечных цепочек инвариантов Лапласа с симмет-
рией типа Гурса hi = h−i. Первый основан на последователь-
ном применении преобразования Гурса в форме Драша (9.8)–
(9.10) к тривиальному уравнению Гурса (GN ) с λ = λ0 ≡ 0:
ϑxy = 0. Его общее решение есть ϑ = ϕ(x) + ψ(y), где ϕ(x),
ψ(y) — произвольные функции. Пусть ϑ1 = ϕ1(x) + ψ1(y) —
некоторое частное решение. Применив преобразование Гурса с
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преобразующей функцией ϑ1, получим новое уравнение Гурса

ϑ̂xy = 2
√
λ1ϑ̂xϑ̂y,

√
λ1 =

√
ϕ′1ψ

′
1

ϕ1 + ψ1
. (16.1)

Его общее решение ϑ̂ находится по формуле

ϑ̂ = ϕ+ ψ − σ2

ϕ1 + ψ1
, (16.2)

где σ — решение системы{
σx =

√
(ϕ1)xϕx,

σy =
√

(ψ1)yψy.
(16.3)

Уравнению (16.1) соответствует цепочка Лапласа длины 1 с
единственным ненулевым инвариантом h = λ1 = ϕ′1ψ

′
1

(ϕ1+ψ1)2
—

решением уравнения Лиувилля (lnλ1)xy = 2λ1. Чтобы еще раз
применить преобразование Гурса к (16.1) и получить бесквад-
ратурные формулы для цепочки Лапласа длины 3 с симметри-
ей типа Гурса, мы должны избавиться от квадратур в форму-
ле (16.2) с σ =

∫ √
(ϕ1)xϕxdx +

∫ √
(ψ1)yψydy = σ1(x) + σ2(y).

Функция σ1(x) удовлетворяет уравнению

((σ1)x)
2 = (ϕ1)xϕx, (16.4)

или эквивалентному уравнению(
dσ1

dϕ

)2

=
dϕ1

dϕ
. (16.5)

По теореме Монжа [57], для одного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения первого порядка на две неизвестные
функции F (ϕ,ϕ1(ϕ), σ1(ϕ), ϕ′1(ϕ), σ′1(ϕ)) = 0 всегда существует
параметрическое представление его полного решения вида

ϕ = Φ
(
α, f(α), f ′(α), f ′′(α)

)
,

ϕ1 = Ψ
(
α, f(α), f ′(α), f ′′(α)

)
,

σ1 = Σ
(
α, f(α), f ′(α), f ′′(α)

)
,

(16.6)
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с f(α) — произвольной параметрической функцией нового
независимого аргумента α. Можно легко найти одно из возмож-
ных параметрических представлений для данного простого од-
нородного уравнения (16.5), предполагая, что Φ, Ψ, Σ линейны
по f , f ′, f ′′: 

Φ = f ′′,

Ψ = 2f − 2αf ′ + α2f ′′,

Σ = −f ′ + αf ′′.

(16.7)

Функции (16.7), как легко проверить, дают решение (16.4).
Сделаем в (16.7) замену, введя новую независимую перемен-
ную x = x(α), тогда α = α(x) — новая произвольная парамет-
ризующая функция. В силу однородности полученные форму-
лы по-прежнему будут давать решения (16.4) (здесь штрихи
обозначают уже производные по x):

Φ =
f ′′

(α′)2
− f ′α′′

(α′)3
,

Ψ = 2f − f ′
(

2α
α′

+
α2α′′

(α′)3

)
+
f ′′α2

(α′)2
,

Σ = −f ′
(

1
α′

+
αα′′

(α′)3

)
+

f ′′α

(α′)2
.

(16.8)

Легко показать, что (16.8) дает общее решение (16.4). Дей-
ствительно, считая, что ϕ(x) = Φ, ϕ1(x) = Ψ, σ1(x) = Σ
заданы и ϕ(x) — монотонная функция, из первого и тре-
тьего уравнения системы (16.8) находим f ′ = α′(αϕ − σ1),
α = σ′1

/
ϕ′. Подставляя их во второе уравнение, находим f =

1
2

(
ϕ1 + ϕ

(
σ′1
ϕ′

)2
− 2σ1

σ′1
ϕ′

)
. Таким образом мы получаем выра-

жение для полного решения (16.1), зависящее от 4 произволь-
ных параметрических функций одного переменного f(x), α(x),
g(y), ρ(y) и их производных и не содержащее квадратур:

ϑ̂ = Φ(x, α(x), f(x), α′, α′′, f ′, f ′′)+Φ(y, ρ(y), g(y), ρ′, ρ′′, g′, g′′)−
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− (Σ(x, α(x), f(x), α′, α′′, f ′, f ′′) + Σ(y, ρ(y), g(y), ρ′, ρ′′, g′, g′′))2

Ψ(x, α(x), f(x), α′, α′′, f ′, f ′′) + Ψ(y, ρ(y), g(y), ρ′, ρ′′, g′, g′′)
,

(16.9)

где выражения Φ, Ψ, Σ задаются формулами (16.8).
Это выражение дает нам также решение экспоненциальной

системы с матрицей B2: h0 = λ12 = λ1 − (ln ϑ̂)xy, h1 = h−1 =
λ12− 1

2(lnλ12)xy, h2 = h−2 = 0. Наличие бесквадратурной фор-
мулы для данного случая, однако, очевидно в силу известного
изоморфизма алгебр Ли B2 ' C2.

По другой интерпретации (16.9) дает бесквадратурное вы-
ражение для ϑ̂ и λ12 в ромбической диаграмме рис. 13 (стр. 42)
c λ0 ≡ 0. Для того чтобы получить решение экспоненциальной
системы с матрицей B3, проделаем соответствующие выкладки
для кубической диаграммы рис. 14 c λ0 ≡ 0. Считая заданны-
ми ϑ1 = ϕ1(x) + ψ1(y), ϑ2 = ϕ2(x) + ψ2(y), ϑ3 = ϕ3(x) + ψ3(y),
мы должны найти σ = σ1(x) + σ2(y), σ = σ1(x) + σ2(y),
σ = σ1(x) + σ2(y) из (9.11). Как очевидно, первые уравнения
трех систем (9.11) дают нам недоопределенную систему из 3
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений на
6 функций σ1, σ1, σ1, ϕ1, ϕ2, ϕ3:

(σ1)x=
√

(ϕ1)x(ϕ2)x, (σ1)x=
√

(ϕ1)x(ϕ3)x, (σ1)x=
√

(ϕ2)x(ϕ3)x
(16.10)

Нам необходимо найти ее общее решение в виде дифференци-
ального (не содержащего квадратур) выражения через 3 новые
параметризующие функции, аналогично выражениям (16.8)
выше. Данная задача является частным случаем общей про-
блемы Монжа ([72], более подробно мы обсуждаем проблему
Монжа в § 19). Рассматриваемая нами система включает лишь
производные первого порядка неизвестных функций σ′1, σ′1, σ

′
1,

ϕ′1, ϕ′2, ϕ′3 и не содержит их самих и независимую перемен-
ную x. Для таких недоопределенных систем, как показал Гурса
[47], параметрическое бесквадратурное представление полного
решения всегда возможно и может быть найдено в явном ви-
де алгоритмически. Мы продемонстрируем алгоритм Гурса на
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примере системы (16.10). Запишем ее в дифференциалах:

(dσ1)2 = dϕ1dϕ2, (dσ1)2 = dϕ1dϕ3, (dσ1)2 = dϕ2dϕ3. (16.11)

На первом шагу алгоритма дополним систему (16.11) уравне-
нием

dσ1

dϕ1
= f

(
dϕ2

dϕ1

)
, (16.12)

где f — произвольная (параметрическая) функция, так, чтобы
общее число уравнений пополненной системы было на 2 мень-
ше общего числа переменных в (16.11). На втором шаге, рас-
сматривая (16.11) и (16.12) как однородную алгебраическую
систему 4 уравнений на 6 неизвестных, находим ее однопара-
метрическое решение

dϕ1 = 1, dσ1 = α, dϕ2 = α2, dϕ3 = f2(α2) ≡ f2(α),

dσ1 = f(α2) ≡ f(α), dσ1 = αf(α2) ≡ αf(α).
(16.13)

Третий шаг: сформируем выражение

U(α) = dϕ1 − p1dϕ2 − p2dϕ3 − p3dσ1 − p4dσ1 − p5dσ1 =

= 1− p1α
2 − p2f

2(α)− p3α− p4f(α)− p5αf(α).

Продифференцируем U(α) по α, считая pi, i = 1, . . . , 5 незави-
симыми переменными, и рассмотрим систему

U(α) = 0,
dU(α)
dα

= 0, . . . ,
d4U(α)
dα4

= 0 (16.14)

как систему линейных алгебраических уравнений на pi. Найдем
ее решение pi(α).

Четвертый шаг: сформируем выражение

V (ϕ1, ϕ2, ϕ3, σ1, σ1, σ1, α) = ϕ1−p1(α)·ϕ2−. . .−p5(α)·σ1− f̂(α),
(16.15)
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где pi(α) — найденные решения (16.14), а f̂(α) — вторая
произвольная параметрическая функция. Продифференциру-
ем (16.15) по α, считая ϕ1, ϕ2, ϕ3, σ1, σ1, σ1 независимыми
переменными, и рассмотрим систему

V (α) = 0,
dV (α)
dα

= 0, . . . ,
d5V (α)
dα5

= 0

как систему линейных алгебраических уравнений на ϕ1, ϕ2,
ϕ3, σ1, σ1, σ1. Отсюда получим выражения для них через α,
параметризующие функции f̂(α), f̂(α) и их производные до
девятого порядка включительно.

Вновь, как и в (16.7), сделаем замену, возвращаясь к ста-
рой независимой переменной x = x(α), тогда α = α(x) ≡
f3(x) — новая произвольная параметризующая функция. По-
лучим общее решение (16.10), зависящее от трех параметризу-
ющих функций f1(x) = f(α(x)), f2(x) = f̂(α(x)) и f3(x).

Разумеется, полученные выражения достаточно сложны,
но, как показано Гурса [47], дают общее параметрическое выра-
жение для решения недоопределенной системы (16.10). Выпи-
сывая идентичные параметрические выражения для σ2, σ2, σ2,
ψ1, ψ2, ψ3 через новые параметрические функции g1(y), g2(y),
g3(y), по теореме 9.4 получаем алгебраические выражения для
χ и λ123 = λ12 − (lnχ)xy. Тем самым получены выражения для
цепочек инвариантов Лапласа длины 5 с симметрией Гурса:
h0 = λ123, h1 = h−1 = h0 − 1

2(lnh0)xy, h2 = h−2 = h0 − lnh0h1,
h3 = h−3 = 0, то есть для решения экспоненциальной системы
с матрицей B3.

Для решения систем с матрицами (Bn), n > 3 необхо-
димо рассмотреть гиперкубическую диаграмму, аналогичную
рис. 13. Формулы (9.12) дадут нам алгебраические выражения
для нелинейной суперпозиции решений ϑi = ϕi(x) + ψi(y) ис-
ходного тривиального уравнения Гурса с λ0 = 0 при условии,
что будут найдены все соответствующие функции второй сту-
пени σij , удовлетворяющие системе, аналогичной (9.11). Па-
раметрическое представление для ϕi, ψi, σij вновь получаем
алгоритмом Гурса.
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Отметим, что получаемые описанным способом формулы
чрезвычайно сложны. Ниже мы выводим упрощенные форму-
лы решений систем Bn, основанные на методе Дарбу (§ 14),
этот метод автоматически обеспечивает полноту найденного се-
мейства бесквадратурных решений.

Как и в случае систем с матрицей (Cn), будем использовать
аналог леммы 14.1 — лемму 15.1 для построения по формулам
(14.1) цепочки длины n = M − 1 = 2k − 1 с симметрией Гур-
са. Вопрос вновь сводится к построению таких фундаменталь-
ных систем решений ϕi(x), ψi(y) двух линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, что для ϕi(x), ψi(y) и соответ-
ствующих им сопряженных базисов vi(x), wi(y) — решений со-
пряженных уравнений — выполнялось бы соотношение

ϕ1(x)ψ1(y)+. . .+ϕM (x)ψM (y)=v1(x)w1(y)+. . .+vM (x)wM (y).
(16.16)

Нашей задачей теперь будет нахождение бесквадратурного
параметрического представления коэффициентов αi(x) и фун-
даментальных базисов решений самосопряженных линейных
операторов порядка M = 2k в факторизованном виде (13.14).
Выполнение квадратичного соотношения (16.16) при этом так-
же будет гарантировано. Представим факторизованный само-
сопряженный оператор L в виде L = (A∗) ◦ A с произвольным
оператором A порядка k. Пусть z1, . . . , zk — фундаменталь-
ный базис решений уравнения A∗z = 0, тогда фундаменталь-
ный базис ϕ1, . . . , ϕ2k решений Lϕ = (A∗) ◦ Aϕ = 0 найдем
из уравнений Aϕ1 = Aϕ2 = . . . = Aϕk = 0, Aϕk+1 = z1, . . . ,
Aϕ2k = zk. Формула (13.2) дает нам выражение ϕ1, . . . , ϕk
через zi и коэффициент λk(x) при старшей производной опера-
тора A∗, который можно считать произвольной параметризу-
ющей функцией. При этом, как отмечено выше, сопряженным
базисом к ϕ1, . . . , ϕk является базис (−zi). Используя (13.4) и
(13.5), методом вариации постоянных находим оставшиеся

ϕk+i = −
k∑
j=1

ϕj

∫
zjzidx. (16.17)
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Чтобы избавиться от квадратуры в (16.17), необходимо най-
ти параметрическое выражение функций zi(x) и wij(x), таких,
что w′ij = zjzi, через новые параметризующие функции f1(x),
. . . , fk(x) и их производные. Замечая, что zi =

√
w′ii, получа-

ем эквивалентную недоопределенную систему уравнений типа
Монжа-Гурса

w′ij =
√
w′iiw

′
jj , i 6= j, i, j = 1, . . . , k.

Как мы показали выше, данная система всегда допускает пред-
ставление решений с помощью алгоритма Гурса через парамет-
рические функции fi(x), i = 1, . . . , k и их производные.

Тем самым мы построили параметрическое представление
фундаментального базиса ϕ1, . . . , ϕ2k решений Lϕ = A∗Aϕ = 0
через k + 1 произвольную функцию λk(x) и fi(x) без исполь-
зования квадратур. Найдем теперь сопряженный базис v1, . . . ,
v2k с помощью формул (13.2). Как мы покажем ниже,

vi = −ϕk+i, vk+i = ϕi, i ≤ k. (16.18)

Тем самым, если мы построим тем же способом параметри-
зованный базис ψi(y) и ему сопряженный wi(y) для самосо-
пряженного оператора L(y), квадратичное соотношение (16.16)
будет выполнено в силу (16.18).

Чтобы доказать (16.18), отметим прежде всего некоторые
свойства построенного нами базиса (16.17).

Лемма 16.1.. Пусть BL(u, v) =
∫
vLu dx −

∫
uL∗v dx. Тогда

для построенного нами базиса ϕ1, . . . , ϕ2k решений самосо-
пряженного уравнения Lϕ = A∗Aϕ = 0 выполняются соотно-
шения BL(ϕi, ϕj) = 0, BL(ϕk+i, ϕj) = δij, BL(ϕk+i, ϕk+j) = 0
для всех i ≤ k, j ≤ k.

Доказательство. Поскольку в нашем случае L = A∗A,
BL(u, v) = BA∗(Au, v) + BA(u,Av). Отсюда в силу определе-
ния базиса ϕi BL(ϕi, ϕj) = BA∗(Aϕi, ϕj) + BA(ϕi, Aϕj) = 0,
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если i, j ≤ k. BL(ϕk+i, ϕj) = BA∗(Aϕk+i, ϕj) +BA(ϕk+i, Aϕj) =
BA∗(zi, ϕj) = δji в силу (13.3);

BL(ϕk+i, ϕk+j) = BA∗(Aϕk+i, ϕk+j) +BA(ϕk+i, Aϕk+j) =
= BA∗(zi, ϕk+j) +BA(ϕk+i, zj). (16.19)

Чтобы вычислить последнее выражение, заметим, что по по-
строению ϕk+j = −

∑
i ϕiwij , w

′
ij = zizj . Дифференцируя это

равенство до порядка (k− 1) включительно и учитывая (13.4),
имеем ϕ′k+j = −

∑
ϕ′iwij , ϕ

′′
k+j = −

∑
ϕ′′iwij , . . . , ϕ(k−1)

k+j =

−
∑
ϕ

(k−1)
i wij , откуда BA∗(zi, ϕk+j) = −BA∗(zi,

∑
s ϕswsj) =

−
∑k

s=1BA∗(zi, ϕs)wsj = −
∑

s δsiwsj = −wij . Аналогично
BA(ϕk+i, zj) = −BA(

∑
s ϕswsi, zj) = −

∑k
s=1BA(ϕs, zj)wsi =∑k

s=1BA∗(zj , ϕs)wsi =
∑

s δjswsi = wij . Подставляя эти вы-
ражения в (16.19), окончательно получаем BL(ϕk+i, ϕk+j) =
−wij + wij = 0. Лемма доказана.

Следствие 16.2. . Пусть ϕ1, . . . , ϕ2k — построенный нами
базис решений самосопряженного уравнения Lϕ = A∗Aϕ = 0.
Тогда его сопряженный базис задается формулами (16.18).

Доказательство. Для задаваемых (16.18) функций vi,
vk+j имеем BL(ϕi, vj) = −BL(ϕi, ϕk+j) = BL(ϕk+j , ϕi) =
δij , BL(ϕk+i, vk+j) = BL(ϕk+i, ϕj) = δij , BL(ϕi, vk+j) =
BL(ϕi, ϕj) = 0, BL(ϕk+i, vj) = −BL(ϕk+i, ϕk+j) = 0, i, j ≤ k.
Поскольку оператор L самосопряжен, пространство, порожда-
емое ϕI , совпадает с порождаемым vJ , I, J ≤ 2k, а свойство
BL(ϕI , vJ) = δIJ характеризует сопряженный базис однознач-
но, получаем требуемое утверждение.

Подводя итог нашему рассмотрению нелинейных экспонен-
циальных систем серии (Bn), отметим, что даже упрощенные
формулы для решений простейшей нетривиальной системы
(B3) слишком сложны. Тем самым актуальной является задача
получения «максимально простых» бесквадратурных формул
или доказательства каких-либо оценок снизу на алгебраиче-
скую сложность возможных формул для решений систем (Bn).
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17. Преобразования Лапласа для гипербо-
лических уравнений и систем второго
порядка в нехарактеристических пере-
менных

В данном параграфе мы вернемся к рассмотрению линей-
ных дифференциальных уравнений второго порядка вида (2.1).
В § 2 мы описали процедуру приведения гиперболического
уравнения (2.1) к каноническому виду (2.11), что служило нам
отправным пунктом в последующем изучении. Однако, как
очевидно из рассмотрения проблемы приведения к канониче-
скому виду в § 2, приведение к (2.11) требует решения обык-
новенного нелинейного дифференциального уравнения общего
вида (2.7), что далеко не всегда выполнимо в явном виде. Ниже
мы излагаем более общую версию теории преобразований Ла-
пласа, обобщающую теорию параграфа 3. Она была известна
уже давно [43, с. 30] и может быть непосредственно применена
к строго гиперболическим уравнениям вида (2.1), которые мы
будем записывать в операторном виде L̂u = 0 с оператором

L̂ =
2∑
i=0

pi(x, y)D̂i
xD̂

2−i
y +D(x, y)D̂x+E(x, y)D̂y+F (x, y), (17.1)

p2 ≡ A(x, y), p1 ≡ B(x, y), p0 ≡ C(x, y). Здесь и далее для
удобства мы будем использовать знак ˆ для обозначения диф-
ференциальных операторов, причем D̂x = ∂

∂x , D̂y = ∂
∂y . Кроме

того, мы покажем, как интегрировать с помощью преобразова-
ний Лапласа строго гиперболические системы вида(

v1
v2

)
x

=
(
a11 a12

a21 a22

)(
v1
v2

)
y

+
(
b11 b12
b21 b22

)(
v1
v2

)
, (17.2)

aij = aij(x, y), bij = bij(x, y). Строгая гиперболичность для опе-
раторов (17.1) по определению означает, что характеристиче-
ское уравнение p0(x, y)+λp1(x, y)+λ2p2(x, y) = 0, составленное
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по старшим коэффициентам оператора, имеет два различных
вещественных корня λ1, λ2 в любой точке (x, y) рассматри-
ваемой области независимых переменных. Для системы (17.2)
строгая гиперболичность означает, что собственные значения
λk(x, y) матрицы (aij) вещественны и различны.

Любое строго гиперболическое уравнение L̂u = 0 с опера-
тором (17.1) можно записать в характеристической форме

(X̂1X̂2 + α1X̂1 + α2X̂2 + α3)u =
(X̂2X̂1 + α1X̂1 + α2X̂2 + α3)u = 0,

(17.3)

где αi = αi(x, y), а коэффициенты характеристических опера-
торов X̂i = mi(x, y)D̂x + ni(x, y)D̂y находятся (с точностью до
растяжения X̂i → γi(x, y)X̂i) из характеристического уравне-
ния m2

i p0 −minip1 + n2
i p2 = 0 для главного символа оператора

(17.1). Поскольку операторы X̂i не коммутируют, необходимо
принимать во внимание в (17.3) и везде в нижеследующих фор-
мулах соотношение коммутации

[X̂1, X̂2] = X̂1X̂2 − X̂2X̂1 = P (x, y)X̂1 +Q(x, y)X̂2. (17.4)

Используя величины (которые являются инвариантами Лапла-
са оператора (17.3))

h = X̂1(α1) + α1α2 − α3, k = X̂2(α2) + α1α2 − α3, (17.5)

представим исходный оператор L̂ в частично факторизованной
форме

L̂ = (X̂1 + α2)(X̂2 + α1)− h = (X̂2 + α1)(X̂1 + α2)− k. (17.6)

Из нее мы видим, что уравнение L̂u = 0 эквивалентно каждой
из систем первого порядка

(S1) :
{
X̂2u = −α1u+ v,

X̂1v = hu− α2v.
⇔(S2) :

{
X̂1u = −α2u+ w,

X̂2w = ku− α1w.
(17.7)
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Утверждение 17.1. Любое строго гиперболическое уравне-
ние второго порядка на плоскости L̂u = 0 с оператором (17.1)
эквивалентно системе двух характеристических уравнений
первого порядка{

X̂1u1 = α11(x, y)u1 + α12(x, y)u2,

X̂2u2 = α21(x, y)u1 + α22(x, y)u2,
(17.8)

с операторами X̂i = mi(x, y)D̂x + ni(x, y)D̂y, X̂1 6= γ(x, y)X̂2.
Любая такая система с недиагональной матрицей (αij) экви-
валентна одному строго гиперболическому уравнению второго
порядка на плоскости.

Доказательство. Преобразование строго гиперболического
уравнения второго порядка на плоскости к системе (17.8) бы-
ло приведено выше. Обратное преобразование также просто:
если, к примеру, α12 6= 0, выразим из первого уравнения
u2 = (X̂1u1 − α11u1)/α12 и подставим во второе уравнение си-
стемы (17.8).

Утверждение 17.2. Если система двух уравнений первого
порядка (17.2) строго гиперболическая, то она может быть
преобразована в характеристическую форму (17.8).

Доказательство. Мы будем искать такие операторы X̂i =
D̂x−λi(x, y)D̂y и такую линейную замену неизвестных функций
vi(x, y) на новые неизвестные функции ui(x, y):{

u1 = p11(x, y)v1(x, y) + p12(x, y)v2(x, y),
u2 = p21(x, y)v1(x, y) + p22(x, y)v2(x, y),

(17.9)

чтобы получить систему вида (17.8). Вычислим
X̂1u1 =

∑
k(X̂1p1k)vk +

∑
k p1k ((vk)x − λ1(vk)y) =∑

k,s p1k (aks − λ1δks) (vs)y +
∑

k,s p1kbksvs +
∑

k(X̂1p1k)vk =∑
k,s p1k (aks − λ1δks) (vs)y +

∑
s vs

(∑
k p1kbks+ (X̂1p1s)

)
.

Чтобы выражение X̂1u1 не содержало производных ui, необ-
ходимо и достаточно, чтобы

∑
k p1k (aks − λ1δks) = 0 для всех
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s, т.е. λ1(x, y) должно быть собственным значением (aij) и
~p1 = (p11(x, y), p12(x, y)) — ее соответствующим левым соб-
ственным вектором. Из предположения строгой гиперболич-
ности системы следует, что мы можем выбрать для X̂1, X̂2 со-
ответственно два собственных различных значения матрицы и
два левых собственных вектора для определения замены (17.9).
Утверждение доказано.

Как видно из доказательства, характеристическая систе-
ма (17.8), эквивалентная заданной системе (17.2), определе-
на однозначно с точностью до растяжения операторов X̂i →
γi(x, y)X̂i и калибровочного преобразования новых неизвест-
ных функций ui → gi(x, y)ui. Легко проверить, что калибро-
вочное преобразование не меняет инвариантов Лапласа h =
X̂2(α11)−X̂1(α22)−X̂1X̂2 ln(α12)−X̂1(P )+Pα11+α12α21+(α22+
X̂2(lnα12)+P )Q (здесь P (x, y) и Q(x, y) — коэффициенты ком-
мутатора (17.4)) и k = α12α21; приведенные выражения для h,
k представляют собой инварианты Лапласа оператора (17.3),
полученного исключением u2 из (17.8). Преобразование растя-
жения операторов X̂i меняет инварианты мультипликативно:
h → γ1γ2h, k → γ1γ2k. Очевидно, формулы (17.5) совпадают
с формулами (2.22), если оператор (17.1) будет приведен к ка-
ноническому виду (2.11) со старшим членом D̂x̄D̂ȳu, т.к. тогда
мы можем выбрать X̂1 = D̂x̄, X̂2 = D̂ȳ. Более того, характе-
ристическая форма (17.3) после такого приведения останется
практически без изменений, лишь операторы X̂i могут изме-
нится: X̂i → γi(x, y)X̂i.

Также из доказательства утверждения 17.1 видим, что для
фиксированного уравнения L̂u = 0 с оператором (17.1) полу-
чается две различные (не эквивалентные по отношению к ка-
либровочным преобразованиям и растяжению характеристи-
ческих операторов) характеристические системы (17.7) и для
каждой фиксированной системы (17.8) получаем два различ-
ных (не эквивалентных по отношению к калибровочным преоб-
разованиям u → g(x, y)u) гиперболических уравнения второго
порядка: одно для функции u1 и второе для функции u2. Это
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наблюдение и является основой для построения каскадного ме-
тода интегрирования Лапласа строго гиперболических урав-
нений второго порядка на плоскости L̂u = 0 с операторами
вида (17.1):

(L1) если по крайней мере один из инвариантов Лапласа h
или k обращается в ноль, то оператор L̂ факторизуется (в «на-
ивном» смысле), т.е. представляется в виде композиции двух
операторов первого порядка (см. (17.6)); после подходящей за-
мены независимых переменных (x, y)→ (x, y) можно без огра-
ничения общности полагать X̂1 = D̂x, X̂2 = D̂y. Тогда мы по-
лучаем полное решение исходного уравнения в квадратурах:
если, к примеру, L̂u = (D̂x + α2(x, y))(D̂y + α1(x, y))u = 0, то
u = exp

(
−
∫
α1 dy

) (
X(x) +

∫
Y (y) exp

(∫
(α1 dy − α2 dx)

)
dy
)
,

где X(x) и Y (y) — произвольные функции характеристических
переменных x, y.

(L2) Если же h 6= 0, k 6= 0, преобразуем данное уравнение
в одну из систем (17.7) (для определенности полагаем, что мы
взяли левую систему (S1)) и затем, найдя

u = (X̂1v + α2v)/h, (17.10)

подставим это выражение в первое уравнение системы (S1) из
(17.7), получив X1-преобразованное уравнение L̂(1)v = X̂1X̂2v+(
α1 − P − X̂2(lnh)

)
X̂1v + (α2 − Q)X̂2v +

(
X̂2(α2) − X̂1(α1) +

α3 − α2X̂2(lnh)
)
v = 0. Это новое уравнение имеет инварианты

Лапласа (см. [25])

h(1) = X̂1(2α1−P )−X̂2(α2)−X̂1X̂2 lnh+QX̂2 lnh
− α3 + (α1 − P )(α2 −Q) = 2h− k −
− X̂1X̂2 lnh+QX̂2 lnh+ X̂2(Q)− X̂1(P ) + 2PQ,

k(1) = h.

(17.11)

Если h(1) = 0, мы можем решить это новое уравнение в квад-
ратурах и, используя ту же дифференциальную подстановку
(17.10), мы сможем получить полное решение исходного урав-
нения L̂u = 0.
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(L3) Если вновь h(1) 6= 0, применим описанное выше X1-
преобразование несколько раз. Получим последовательность
операторов второго порядка L̂(2), L̂(3), . . . того же вида (17.3).
Если на каком-либо шагу имеем h(k) = 0, решим соответ-
ствующее уравнение L̂(k)u(k) = 0 в квадратурах и, используя
дифференциальные подстановки (17.10), получим полное ре-
шение исходного уравнения. В качестве альтернативы можно
выполнять X̂2-преобразования: переписать исходное уравнение
в форме правой системы (S2) в (17.7) и, используя подстановку
u = (X̂2w + α1w)/k, получить уравнение L̂(−1)w = 0 с инвари-
антами Лапласа

h(−1) = k,

k(−1) = 2k − h− X̂2X̂1 ln k − PX̂1 ln k + X̂2(Q)−
− X̂1(P ) + 2PQ.

(17.12)

Фактически X̂2-преобразование является обратным к X̂1-пре-
образованию с точностью до калибровочного преобразования.
Тем самым мы имеем (бесконечную в общем случае) цепочку
операторов второго порядка

. . .
X̂2← L̂(−2)

X̂2← L̂(−1)
X̂2← L̂

X̂1→ L̂(1)
X̂1→ L̂(2)

X̂1→ . . . (17.13)

и соответствующую цепочку инвариантов Лапласа

. . . , h(−3), h(−2), h(−1), h0 = h, h(1), h(2), h(3), . . . (17.14)

с рекуррентными формулами (17.11), (17.12). Сохранять ин-
варианты k(i) в цепочке (17.14) нет необходимости, посколь-
ку k(i) = h(i−1). Если на каком-либо шаге получим h(N) = 0,
то цепочки (17.13) и (17.14) не могут быть продолжены: диф-
ференциальная подстановка (17.10) не определена; именно на
этом шаге соответствующее уравнение с частными производ-
ными факторизуется в композицию операторов первого поряд-
ка и мы сможем в принципе найти полное решение для любого
из операторов цепочки (17.13). Однако для получения такого
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полного решения нам придется найти замену (x, y) 7→ (x̄, ȳ),
приводящую операторы X̂i к каноническиму виду X̂1 = D̂x̄,
X̂2 = D̂ȳ (см. параграф 2). Полное решение, как и раньше,
будет иметь вид

u = c0(x, y)
(
F+

∫
Gβ dy

)
+ c1(x, y)

(
F ′+

∫
G∂β
∂x dy

)
+

. . .+ cn(x, y)
(
F (N)+

∫
G∂Nβ
∂xN dy

)
,

(17.15)

где F (x), G(y) — две произвольные функции соответствующей
характеристической переменной и ci(x, y), β(x, y) — некоторые
определенные функции, получаемые в процессе преобразова-
ний Лапласа из коэффициентов исходного оператора (17.1).
Также, если цепочка (17.13) конечна в обоих направлениях (т.е.
h(N) = 0, h(−K) = 0 для некоторых N ≥ 0, K ≥ 0), можно
получить свободное от квадратур полное решение исходного
уравнения:

u =c0F+c1F ′+. . .+cNF (N)+d0G̃+d1G̃
′+. . .+dK−1G̃

(K−1) (17.16)

с определенными функциями ci(x, y), di(x, y) и F (x), G̃(y) —
двумя произвольными функциями соответствующей характе-
ристической переменной.

Тем самым, лишь построение цепочек (17.13), (17.14) ал-
горитмично, т.е. требует только выполнения алгебраических
операций и дифференцирования коэффициентов оператора
(17.1). Нахождение полных решений (17.15), (17.16) существен-
но сложнее и фактически требует полного решения одно-
го нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения
(2.7). Однако решение задачи Коши в этом случае иногда мо-
жет быть получено при подходящих начальных условиях (см.
конец § 18).

Как очевидно из описания алгоритма обобщенных преоб-
разований Лапласа, фактически мы можем применять его и
для произвольных недиагональных систем в характеристиче-
ской форме (17.8):
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(LS1) Если по крайней мере один из недиагональных коэф-
фициентов α12, α21 обращается в ноль, то система (17.8) «фак-
торизуется», т.е. является треугольной и может быть решена
двумя квадратурами, если мы можем явно найти замену пере-
менных, при которой X̂1 = D̂x, X̂2 = D̂y.

(LS2) Если, например, α12 6= 0, преобразуем данную си-
стему в одно уравнение второго порядка во второй из двух
характеристических форм (17.3), исключая u2:

u2 = (X̂1u1 − α11u1)/α12, (17.17)

и подставляя это выражение во второе уравнение системы
(17.8). Затем, записав это же уравнение второго порядка в пер-
вой из характеристических форм (17.3), преобразуем его в си-
стему (S1) из (17.7). Это и будет X1-преобразованием исходной
системы (17.8).

(LS3) Если вновь α12 6= 0, применим описанное выше X1-
преобразование несколько раз. Получим последовательность
систем вида (17.8). Если на каком-либо шагу имеем α12 = 0,
решим соответствующую систему в квадратурах и, используя
дифференциальные подстановки (17.17), получим полное ре-
шение исходной системы. В качестве альтернативы можно вы-
полнять X̂2-преобразования, описание которых полностью ана-
логично. Получаемая цепочка систем и цепочка (17.13) факти-
чески совпадают, точнее между каждыми двумя операторами
в цепочке (17.13) стоит система вида (17.8), как ясно из опи-
сания алгоритма (L1)–(L3) преобразований операторов второ-
го порядка и соответствующих шагов алгоритма (LS1)–(LS3)
преобразований систем.

18. Интегрирование модели Ферхюльста

Изложенная в предыдущем параграфе обобщенная теория
преобразований Лапласа гиперболических уравнений и систем
второго порядка на плоскости общего вида может быть с успе-
хом применена к решению различных прикладных задач. Здесь
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мы изложим решение одной достаточно простой системы, воз-
никающей в математической биологии, кинетике и других об-
ластях прикладной математики, изучающих недетерминиро-
ванное поведение сложных систем. Математическое моделиро-
вание динамических систем, описание которых требует стати-
стического подхода при наличии случайных возмущений и слу-
чайных внешних воздействий, приводит, как правило, к так
называемым стохастическим дифференциальным уравнениям
(см., например, [21, 41]).

Здесь мы рассмотрим простейший пример такого стохасти-
ческого уравнения

ẋ = p(x) + α(t)q(x), (18.1)

где x(t) — динамическая переменная, p(x), q(x) — заданные
функции от x, α(t) — случайная функция с заданными стати-
стическими характеристиками. Модель (18.1) возникает в раз-
личных прикладных задачах физики, химии и биологии (см.
[21, 41] и указанную в них библиографию). Функции p(x), q(x)
часто предполагаются полиномиальными. Например, если по-
ложить p(x) = p1x + p2x

2, q(x) = q2x
2, p1 > 0, p2 < 0, |p2| >

q2 > 0, то уравнение (18.1) описывает динамику популяций
со случайными флуктуациями ресурсов (источников энергии,
продуктов питания и т.п.) — классическую модель Ферхюльста.
Ниже мы будем всюду полагать, что α(t) — бинарный (дихо-
томический) шум, α(t) = ±1 с частотой переключения ν > 0.
Как можно показать (см. [41]), средние W (x, t) = 〈W̃ (x, t)〉 и
W1(x, t) = 〈α(t)W̃ (x, t)〉 для плотности распределения W̃ (x, t) в
пространстве возможных траекторий x(t) для случайного шу-
ма α(t) удовлетворяют следующей системе (часто называемой
«master equations»):{

Wt + (p(x)W )x + (q(x)W1)x = 0,

(W1)t + 2νW1 + (p(x)W1)x + (q(x)W )x = 0.
(18.2)

Предполагается, что начальное условие W (x, 0) = W0(x) для
плотности вероятности начального положения системы — за-
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данная функция. Для W1(x, t) получаем нулевые начальные
условия при t = 0: W1(x, 0) = 〈α(0)W̃ (x, 0)〉 = 〈α(0)〉W0(x) =
0, поскольку 〈α(t)〉 = 0. Плотность распределения W (x, t)
должна быть неотрицательной и нормированной для любого
t: W (x, t) ≥ 0,

∫∞
−∞W (x, t) dx ≡ 1.

Опираясь на полученные выше результаты, покажем, как
получить решение системы (18.2) с параметрическими функци-
ями p(x), q(x), соответствующими модели Ферхюльста: p(x) =
p1x+ p2x

2, q(x) = q2x
2, p1 > 0, p2 < 0, |p2| > q2 > 0.

Характеристические операторы и левые собственные векто-
ры системы (18.2) для произвольных p(x), q(x) найти просто:
X̂i = D̂t − λiD̂x, λ1,2 = −p(x)± q(x), p11 = p21 = p22 = 1, p12 =
−1. Характеристическая система (17.8) для новых неизвестных
характеристических функций u1 = W−W1, u2 = W+W1 имеет
вид {

X̂1u1 = −(px − qx + ν)u1 + ν u2,

X̂2u2 = ν u1 − (px + qx + ν)u2.
(18.3)

Инварианты Лапласа равны h = ν2 − [pxxq2(p + q) + p2
xq

2 −
pxqxq(3p+ q)− qxxpq(p+ q)− q2xp(2p+ q)]/q2, k = ν2, тем самым,
если ν, p(x) и q(x) удовлетворяют обыкновенному дифференци-
альному уравнению второго порядка h = 0, (18.2) может быть
решена в квадратурах. Особенно простые формулы получают-
ся для модели Ферхюльста p(x) = p1x + p2x

2, q(x) = q2x
2: в

этом случае k = ν2, h = h(−2) = ν2 − p2
1 и, если ν = ±p1, (18.2)

явно решается. Более того, как легко проверить, в этом слу-
чае цепочка преобразований Лапласа конечна в обе стороны,
и решение системы может быть получено в виде, свободном
от квадратур. Для записи окончательного ответа удобно вос-
пользоваться безразмерной переменной τ = νt, т.е. заменить
t 7→ τ , ν 7→ 1, p1 7→ 1 и изменить соответственно p2, q2. Для
простоты мы будем использовать те же обозначения p2, q2 для
полученных новых коэффициентов.

После преобразования Лапласа и применения процедуры
интегрирования, описанной выше, получаем следующее выра-
жение для полного решения (18.2), свободное от квадратур:
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W =
q2
x2

[
F ′(x)− F (x) +G′(y)−G(y)

]
,

W1=
1
x3

[
−q2xG′(y)+ (1 + p2x)G(y) + q2xF

′(x) + (1 + p2x)F (x)
]
,

(18.4)
где x = −τ + ln x

1+(p2+q2)x , y = −τ + ln x
1+(p2−q2)x — характе-

ристические переменные (X̂2x = 0, X̂1y = 0), а F , G — две
произвольные функции соответствующей характеристической
переменной.

В случае ν2 6= p2
1 можно вычислить инварианты Лапласа в

цепочке (17.14): h(1) = h(−3) = ν2 − 4p2
1, h(2) = h(−4) = ν2 − 9p2

1,
h(3) = h(−5) = ν2−16p2

1, . . . , т.е. при заданных p(x) = p1x+p2x
2,

q(x) = q2x
2 и ν = ±p1, ν = ±2p1, ν = ±3p1, . . . можно полу-

чить свободное от квадратур полное решение (18.2), при этом
сложность ответа (17.15) будет соответственно возрастать.

Продемонстрируем теперь, как формулы (18.4) могут быть
использованы для решения начальной задачи Коши рассмат-
риваемой системы. Для этого положим τ = 0 в выраже-
ниях для характеристических переменных x, y и приравня-
ем W (x, 0) = W0(x), W1(x, 0) = 0. Поскольку теперь x =
ln x

1+(p2+q2)x , y = ln x
1+(p2−q2)x , возможно выразить производ-

ные F ′ = dF/dx, G′ = dG/dy как F ′ = dF
dx

dx
dx , G′ = dG

dx
dx
dy и по-

лучить из (18.4) систему двух обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений на функции F (x) = F (x(x)), G(x) = G(y(x)).
Эта система может быть явно решена для любой начальной
функции W0(x) (см. объяснение этого факта в конце данного
параграфа):

F (x) = 1
2q22(1+(p2+q2)x)

[
−x
∫ x
c0

W0(θ)
θ dθ + (1 + q2x)

∫ x
c1
W0(θ) dθ

]
,

G(x) = 1
2q22(1+(p2−q2)x)

[
x
∫ x
c0

W0(θ)
θ dθ + (q2x− 1)

∫ x
c1
W0(θ) dθ

]
.

(18.5)
Выполняя обратную замену F (x) = F (x(x)), G(y) = G(x(y))
(для τ = 0), находим «истинные» функции F (x), G(y) и под-
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ставляем их в формулы (18.4) для любого τ . Тем самым полу-
чим окончательный вид полученного решения задачи Коши:

W (x, τ)=
1

2q2x2
[I1(ŷ)−I1(x̂)]+

W0(ŷ)
2(eτ (1+(p2−q2)x)−x(p2−q2))2

+

W0(x̂)
2(eτ (1 + (p2 + q2)x)− x(p2 + q2))2

,

W1(x, τ) =
I1(ŷ)−I1(x̂)

2q22x3

[
(e−τ− 1)p2x−1

]
+
e−τ

2q22x2
[I2(ŷ)−I2(x̂)]−

W0(ŷ)
2(eτ (1+(p2−q2)x)−x(p2−q2))2

+
W0(x̂)

2(eτ (1+(p2+q2)x)−x(p2+q2))2
,

где

x̂ =
x

(eτ (1 + (p2 + q2)x)− x(p2 + q2))
, I1(z) =

∫ z

c1

W0(θ) dθ,

ŷ =
x

(eτ (1 + (p2 − q2)x)− x(p2 − q2))
, I2(z) =

∫ z

c0

W0(θ)
θ

dθ,

c0 и c1 могут быть выбраны произвольно.
Как можно проверить, x̂ < ŷ для всех τ ≥ 0, x ≥ 0.
Особенно простой вид получаем при выборе начальных дан-

ных в виде дельта-функции W0(x) = δ(x−x∗), что соответству-
ет (неслучайному) выбору некоторого фиксированного началь-
ного положения x(0) = x∗ > 0 динамической системы (18.1):

W (x, τ) =
δ(x̂− x∗)

2(eτ (1 + (p2 + q2)x)− x(p2 + q2))2
+

+
δ(ŷ − x∗)

2(eτ (1 + (p2 − q2)x)− x(p2 − q2))2
+
H(ŷ − x∗)−H(x̂− x∗)

2q2x2
.

Здесь H(z) =
∫ z
−∞ δ(θ) dθ — функция Хевисайда.
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Используя стандартную формулу δ(φ(x)) =
δ(φ−1(0))/φ′(φ−1(0)), получаем

δ(x̂− x∗)
2(eτ (1 + (p2 + q2)x)− x(p2 + q2))2

=
δ(x− eτx∗

1−(p2+q2)(eτ−1)x∗
)

2eτ
,

δ(ŷ − x∗)
2(eτ (1 + (p2 − q2)x)− x(p2 − q2))2

=
δ(x− eτx∗

1−(p2−q2)(eτ−1)x∗
)

2eτ
.

Упрощая H(x̂−x∗), H(ŷ−x∗) аналогичным образом, получаем
следующее простое выражение для решения начальной задачи
Коши:

W (x, τ) = e−τ

2

[
δ(x− eτx∗

1−(p2+q2)(eτ−1)x∗
) + δ(x− eτx∗

1−(p2−q2)(eτ−1)x∗
)
]

+ 1
2q2x2

[
H(x− eτx∗

1−(p2−q2)(eτ−1)x∗
)−H(x− eτx∗

1−(p2+q2)(eτ−1)x∗
)
]
,

W1(x, τ) = e−τ

2

[
δ(x− eτx∗

1−(p2+q2)(eτ−1)x∗
)− δ(x− eτx∗

1−(p2−q2)(eτ−1)x∗
)
]

+ 1
(2eτ q22x

3x∗)

[
((p2x+1)eτx∗−(p2x∗+1)x)H(x− eτx∗

1−(p2+q2)(eτ−1)x∗
)

− ((p2x+ 1)eτx∗ − (p2x∗ + 1)x)H(x− eτx∗
1−(p2−q2)(eτ−1)x∗

)
]
.

(18.6)
Это решение (а тем самым и полное решение для любых нор-
мированных начальных условий) очевидным образом удовле-
творяет необходимым физическим условиям положительности
и нормировки: W (x, t) ≥ 0,

∫∞
−∞W (x, t) dx ≡ 1. Асимптотиче-

ски, при τ →∞, данное решение экспоненциально быстро схо-
дится к стационарному распределению вероятности W∞(x) =
1/(2q2x2) внутри интервала 1

|p2−q2| < x < 1
|p2+q2| и к W∞(x) = 0

вне этого интервала.
Замечание 1. Для проверки того, что выписанные решения

(18.6) действительно удовлетворяют (18.2), необходимо при-
нимать в расчет известные тождества для дельта-функции
φ(x)δ(φ(x)) = 0, φ(x)δ′(φ(x)) = −δ(φ(x)).
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Замечание 2. Решение задачи Коши для интегрируемых по
Лапласу систем. Формулы (18.5) были получены интегриро-
ванием системы (18.4) на неизвестные функции F , G после
подстановки τ ≡ 0, W ≡ W0(x), W1 ≡ 0. Однако этого ша-
га (требующего интегрирования системы обыкновенных линей-
ных дифференциальных уравнений с переменными коэффици-
ентами) можно избежать. Более того, решение задачи Коши
может быть получено для любой системы (17.8), интегрируе-
мой по Лапласу, т.е. сводящейся некоторой последовательно-
стью преобразований Лапласа к треугольной системе{

X̂1u1 = α11(x, y)u1,

X̂2u2 = α21(x, y)u1 + α22(x, y)u2.
(18.7)

Действительно, пусть задано начальное условие для исход-
ной системы (17.8): u1(x = 0, y) = u10(y), u2(x = 0, y) =
u20(y). Переписав (17.8) в стандартном виде (17.2), видим, что
при x = 0 нам известны производные (ui)x(0, y), наравне с
(ui)y(0, y) = u′i0(y). Можно также найти значения этих произ-
водных по x из характеристической системы (17.8), явно рас-
писав X̂i = miD̂x + niD̂y. Следовательно, мы можем из (17.10)
найти соответствующие начальные условия для системы, по-
лученной из исходной преобразованием Лапласа. Проходя по
цепочке преобразованных систем, находим начальные условия
Коши конечной системы (18.7) цепочки. Если нам известен яв-
ный вид замены (x, y) 7→ (x̄, ȳ), приводящей X̂i к канониче-
скиму виду X̂1 = D̂x̄, X̂2 = D̂ȳ, мы сможем решить (18.7) с
пересчитанными начальными данными Коши двумя квадрату-
рами и, пройдя обратно по цепочке преобразований Лапласа,
найти соответствующее решение задачи Коши исходной систе-
мы. Если замена (x, y) 7→ (x̄, ȳ) не может быть явно найдена,
при некоторых начальных данных Коши, возможно, удастся
найти решение (18.7) и потом перевести его преобразованиями
Лапласа в решение исходной системы.
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19. Проблема Монжа

В § 16 существенным инструментом, позволившим устра-
нить квадратуры из окончательного ответа, послужил алго-
ритм Гурса [47] решения одного частного случая проблемы
Монжа. Ниже мы приводим основные сведения о современ-
ном состоянии данной проблемы, которая носит достаточно об-
щий характер и полное решение которой было бы весьма полез-
но для различных задач интегрирования дифференциальных
уравнений.

Первоначальный результат Монжа [57] состоял в следую-
щем:

Теорема 19.1. Для любого нелинейного обыкновенного диф-
ференциального уравнения на две неизвестные функции y(x),
z(x):

F
(
x, y(x), z(x), y′(x), z′(x)

)
= 0 (19.1)

можно найти его полное параметрическое решение
x = f(t, ϕ(t), ϕ′(t), ϕ′′(t)),
y = g(t, ϕ(t), ϕ′(t), ϕ′′(t)),
z = h(t, ϕ(t), ϕ′(t), ϕ′′(t)),

(19.2)

где ϕ(t) — произвольная параметрическая функция новой пе-
ременной t.

В более общем случае под проблемой Монжа чаще всего пони-
мают следующую задачу. Пусть дана недоопределенная систе-
ма (нелинейных) дифференциальных уравнений:
F1

(
x, y1(x), ..., yn(x), y′1(x), ..., y

′
n(x), ..., y

(k)
1 (x), ..., y(k)

n (x)
)

= 0,
...

Fs
(
x, y1(x), ..., yn(x), y′1(x), ..., y

′
n(x), ..., y

(k)
1 (x), ..., y(k)

n (x)
)

= 0,
(19.3)

т.е. s < n. Требуется найти, если возможно, ее полное парамет-
рическое решение (или хотя бы выяснить, существует или нет
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такое решение):
x = f

(
t, ϕ1(t), . . . , ϕn−s(t), ϕ′1(t), . . . , ϕ

(m)
n−s(t)

)
= 0,

y1 = g1
(
t, ϕ1(t), . . . , ϕn−s(t), ϕ′1(t), . . . , ϕ

(m)
n−s(t)

)
= 0,

...
yn = gn

(
t, ϕ1(t), . . . , ϕn−s(t), ϕ′1(t), . . . , ϕ

(m)
n−s(t)

)
= 0.

(19.4)

Здесь ϕk(t) — произвольные параметрические функции новой
переменной t.

В различных эквивалентных формах приведенная выше
задача встречается достаточно часто и привлекала внимание
многих выдающихся математиков (см. [31, 32, 33, 42, 47, 48, 49]
и библиографию в [72]). Работа [48] — единственная известная
нам, в которой была предпринята попытка обобщить исходную
постановку (19.3) на недоопределенные системы дифференци-
альных уравнений с частными производными.

Известно, что в общем случае решение проблемы Монжа
невозможно ([49]). Мы в § 16 использовали частичный резуль-
тат Гурса [47] о разрешимости поставленной задачи для систем
(19.3), каждое уравнение которых включает лишь первые про-
изводные неизвестных функций y′i и не включает сами yi и x:

F1

(
y′1(x), . . . , y

′
n(x)

)
= 0,

...
Fs
(
y′1(x), . . . , y

′
n(x)

)
= 0,

s < n. (19.5)

Процедура решения для простейшего случая (19.1), пред-
ложенная Монжем, состоит из следующих шагов:

1. Исключая y′, z′ из системы
F (x, y, z, y′, z′) = 0,
z′ = p+ qy′,
Fy′ + qFz′ = 0,

где p, q — некоторые новые переменные, найдем соотношение
G(x, y, z, p, q) = 0. Рассмотрим это соотношение как дифферен-
циальное уравнения первого порядка с частными производны-
ми на z = z(x, y) с p = zx, q = zy.
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2. Найдем двухпараметрическое решение этого уравне-
ния с частными производными, возможно, в неявном виде:
V (x, y, z, a, b) = 0 (такое решение называлось классиками «пол-
ным»; зная его, можно найти действительно полное решение
данного уравнения).

3. Полагая b = ϕ(a), найдем x, y, z из следующей системы:
V (x, y, z, a, ϕ(a)) = 0,
dV
da = Va + ϕ′Vb = 0,
d2V
da2 = Vaa + 2ϕ′Vab + ϕ′′Vb + (ϕ′)2Vbb = 0.

(19.6)

Полученное решение и даст нужное параметрическое представ-
ление (19.2), если положить t ≡ a.

Как очевидно, эта процедура требует нахождения двух-
параметрического решения нелинейного уравнения в частных
производных G(x, y, z, p, q) = 0, связанного с (19.1) указанным
выше способом. Это является алгоритмически сложной зада-
чей.

На геометрическом языке внешних форм задача (19.1) пере-
формулируется следующим простым образом: в 5-мерном про-
странстве R5 с координатами {(x, y, z, y(1), z(1))} рассмотрим
естественную систему из одного алгебраического соотношения
и двух пфаффовых форм:

F (x, y, z, y(1), z(1)) = 0,
ω1 = dy − y(1)dx,

ω2 = dz − z(1)dx.

(19.7)

Можно разрешить алгебраическое уравнение относительно од-
ной из координат, скажем, z(1): z(1) = Z(x, y, z, y(1)) и под-
ставить полученное выражение в ω2. Получаем в R4 =
{(x, y, z, y(1))} систему из двух уравнений Пфаффа: {ω1 = 0,
ω2 = 0}.

Что необходимо сделать на языке систем Пфаффа, что-
бы получить решение (19.2)? Необходимо найти (локальный)
диффеоморфизм 4-мерного пространства (x, y, z, y(1)) ←→
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(t, ϕ, ϕ(1), ϕ(2)) такой, что имеющаяся пфаффова система в R4

перейдет в каноническую систему{
ω̃1 = dϕ− ϕ(1)dt,

ω̃2 = dϕ(1) − ϕ(2)dt.
(19.8)

Диффеоморфизм и задаст требуемое решение (19.2): x =
f(t, ϕ, ϕ(1), ϕ(2)) ≡ f(t, ϕ, ϕ′, ϕ′′), . . . Как гарантирует теорема
Монжа 19.1, этот диффеоморфизм всегда существует.

Для общего случая недоопределенной системы (19.3) можно
взять в RN = {(x, y1, . . . , yn, y

(1)
1 , . . . , y

(k)
n )}, систему пфаффо-

вых уравнений {ω11 = dy1− y(1)
1 dx, . . . , ωnk = dy

(k−1)
n − y(k)

n dx}
и добавить к ней исходную систему (19.3) как совокупность ал-
гебраических соотношений между координатами в RN . Реше-
ние задачи (по Картану) будет состоять в нахождении диффео-
морфизма в RN−s (предварительно мы исключаем с помощью
алгебраических соотношений некоторые из координат), приво-
дящего полученную пфаффову систему к каноническому виду
Гурса — прямому обобщению (19.8):

{dϕk − ϕ
(1)
k dt = 0, dϕ(1)

k − ϕ
(2)
k dt = 0, . . .}. (19.9)

Именно в указанной геометрической форме проблема Мон-
жа привлекла в последние годы внимание специалистов по тео-
рии оптимального управления. В работах [51, 58, 60, 62, 63, 66,
67] и других были получены важные общие результаты (к со-
жалению, не разрешающие проблему Монжа полностью) и про-
демонстрированы важные применения в робототехнике и авто-
матическом управлении неголономными механическими систе-
мами.

Отметим, что в часто цитируемой работе Картана [33]
был дан некоторый простой критерий разрешимости проблемы
Монжа в случае s = n − 1. Именно, при подобном соотноше-
нии между s и n мы имеем в соответствующем пространстве
RN−s (после исключения части исходных переменных с помо-
щью алгебраических соотношений (19.3)) 2-мерное распреде-
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ление: в каждой точке x ∈ RN−s пфаффовы формы систе-
мы задают 2-мерное подпространство векторов I2(x), на кото-
рых эти формы обращаются в ноль. Определим в каждой точ-
ке RN−s флаг возрастающих подпространств: I2(x) (исходное
распределение), I3 = I2 + [I2, I2] (подпространство, порожден-
ное I2 и коммутаторами векторных полей, порождающих I2),
I4 = I3 + [I3, I3], . . . , IN−s = IN−s−1 + [IN−s−1, IN−s−1]. Крите-
рий Картана разрешимости проблемы Монжа в данном случае
(т.е. приводимости исходной пфаффовой системы к канониче-
ской форме (19.9) в случае s = n − 1) состоит в требовании,
чтобы

dim Ii+1 = dim Ii + 1. (19.10)

В частности, IN−s = RN−s.
Однако следует иметь в виду, что критерий Картана рабо-

тает лишь для заранее заданного порядка дифференциального
продолжения (неформально говоря, если мы априори ограни-
чим порядок производных функций ϕk(t) в параметрическом
представлении искомого решения (19.4)). Как показано в со-
временных работах [66, 67], априорные «естественные» огра-
ничения этого порядка могут привести к потере решения, ко-
торое существует лишь для бо́льших порядков продолжения
(т.е. требует добавления к исходной системе (19.3) некоторого
количества полных производных по x от исходных уравнений
и соответственного увеличения количества переменных y

(i)
n в

формулировке на языке внешних форм). Отметим, что в рабо-
те Д. Гильберта [49] подобного априорного ограничения нет.

20. Заключительные замечания. Откры-
тые проблемы

Наиболее общим способом интегрирования экспоненциаль-
ных систем с произвольной матрицей Картана, соответствую-
щей простой алгебре Ли, является метод, предложенный в [14,
Гл. III, IV] и основанный на теории представлений соответству-
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ющих алгебр. Он позволяет в принципе выписывать решения
для любой из серий An, Bn, Cn, Dn и исключительных алгебр
E6–E8, F4, G2. Однако этот метод приводит к квадратурам в
окончательных формулах и, как указывают сами авторы [14,
стр. 147], «. . . является конструктивным лишь для серии Ar, то-
гда как для остальных простых алгебр Ли (в рамках приведен-
ной в этом пункте схемы) требует детального анализа струк-
туры их корневых подпространств . . . » В [14, стр. 147–151] да-
ются явные формулы для решение задачи в случае серии An.
Для других серий фактически приходится прибегать к рекур-
рентной процедуре (для нахождения старших весов фундамен-
тальных представлений). При этом формулы (1.18)–(1.25) в [14,
стр. 146–148] для серии An фактически эквивалентны форму-
лам Дарбу (14.1). Представляет интерес сравнить изложенные
в данном пособии рекуррентные формулы для серий Bn, Cn и
соответствующие результаты [14]. В последнее время пробле-
ма упрощения получаемых с помощью теории представлений
формул для метода [14] активно изучалась [15, 16].

Как очевидно, все способы, предлагаемые Дарбу для ин-
тегрирования серии An, не рекуррентны (§ 11, и существенное
упрощение в § 14, формулы (14.1)). Интересно найти аналог ре-
куррентной процедуры, основанной на каком-либо преобразо-
вании общего уравнения Лапласа (3.1), сходного по свойствам с
преобразованиями Мутара и Гурса. По-видимому, таким ана-
логом может служить подробно изученное в [37] «преобразо-
вание F», которое, как показано в [37, § 21, § 24], обладает
всеми свойствами перестановочности, выражаемыми диаграм-
мами рис. 10–11.

Интригующим фактом является отсутствие каких-либо
других методов интегрирования для серии Dn и исключитель-
ных алгебр Ли E6–E8, F4,G2, кроме методов [14]. Поэтому важ-
но изучить общую задачу редукции: для конечных цепочек
(3.9) найти все возможные соотношения между инвариан-
тами hi, совместимые с уравнениями (3.10). Известны лишь
указанные в § 10 редукции к Bn, Cn, G2.
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Следует отметить, что для уравнения Мутара существуют
явные формулы («формулы пфаффианов», [26, 56]), выражаю-
щие результат n-кратного применения преобразования Мутара
к произвольному начальному уравнению через n решений на-
чального уравнения (фактически обобщающие «формулу ку-
ба» рис. 11 на случай гиперкуба с n начальными ребрами).
Однако они предполагают вычисление пфаффианов — квад-
ратных корней из определителей кососимметрических матриц
четного порядка. Вычислять эти выражения (как, впрочем,
и определители высокого порядка в формулах Дарбу), по-
видимому, все равно придется рекуррентно. Поэтому представ-
ляет большой интерес эффективизация и сравнение всех упо-
мянутых подходов к решению задачи интегрирования серии
Cn: рекуррентный метод Мутара (§ 12), упрощенный метод
Дарбу (§ 14), основанный на рекуррентном построении антиса-
мосопряженных операторов и их решений (§ 13), «метод куба»
(см. конец § 12) и формулы пфаффианов [26, 56].

Для серии Bn (связанной с уравнениями Гурса) мы имеем
общий метод [14], а также изложенный в § 15 аналог упрощен-
ного метода Дарбу с рекуррентным применением преобразова-
ния Гурса, использующий теоремы 9.1, 9.3 и следствие 9.2, и
два метода получения бесквадратурных формул параграфа 16.
Заслуживает внимания поиск аналога формул пфаффианов
для этой серии.

За последние 20 лет было опубликовано более 100 работ,
посвященных различным аспектам интегрируемости цепочек
уравнений (10.1) (называемых в литературе обычно «двуме-
ризованными цепочками Тоды» (10.2)) как в случае конеч-
ных цепочек, так и для периодических цепочек. Появились
некоторые обобщения на случай многих независимых пере-
менных x, y, . . . и систем вида {uixy = F i(u, ux)}. Недавно
в [13] изучалась задача классификации скалярных уравнений
вида uxy = F (x, y, u, ux, uy), интегрируемых в явном виде («ин-
тегрируемых по Дарбу»). Естественно попытаться обобщить
эти результаты на случай более общих скалярных уравнений
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F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0 (см. [25]), уравнений порядка
выше второго или систем {uixy = F i(x, y, u, ux, uy)}.

Не претендуя на обзор даже важнейших публикаций, ука-
жем [1], [3], [27], [38], [54], [61], [71]; см. также библиографию
работы [22].

Изложенный в § 18 пример использования преобразований
Лапласа для явного решения одной задачи, возникающей в тео-
рии стохастических систем и недавний результат [20] показы-
вают большие потенциальные возможности применения изло-
женных нами классических методов и их современных обоб-
щений к решению актуальных математических и физических
задач. Как видно из результатов работ [28, 68, 69], метод Ла-
пласа допускает обобщение на системы порядка, бо́льшего двух
или имеющие более двух независимых переменных.
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Laplace// Amer. J. Math.—18:347–385.—1896.
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veritable intégration, et que c’est de cette intégration que
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